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CHAPITRE 1

INTRODUCTION AUX METHODES
ASYMPTOTIQUES




INTRODUCTION

La modélisation mathématique des phénomeénes physiques, biologiques, économiques,...
conduit le plus souvent & des problémes pour lesquels il n’est pas possible de calculer
une solution explicite. Les solutions numériques sont méme parfois difficiles a mettre
en ceuvre, particulierement quand de petits paramétres sont présents ou quand les do-
maines de calcul sont tres grands. Dans de telles situations, on peut tenter d ’élaborer
des modeles plus simples, soit en annulant un paramétre, soit en se limitant a 1’étude
d’un domaine plus petit ; les deux simplifications pouvant étre combinées (voir [?], |?]).
Lorsque 'on annule un petit parameétre, noté de fagon symbolique ¢, on peut rencontrer
deux situations, il se peut que la solution du probléme initial tend ou / ne tend pas uni-
formément vers la solution du probléme réduit quand € — 0. On est alors confronté & un
probléme dit de perturbation réguliére ou / perturbation singuliére pour ce dernier
type de grandes difficultés mathématiques peuvent se poser qui sont essentiellement dus
au fait que certaines conditions aux limites sont perdues et des phénoménes de
couche limite apparaissent. La non-uniformité d’une approximation de la solution quand
un parameétre est petit est un probléme mathématique. L’identification de certaines gran-
deurs a des grandeurs physiques connues permet de prendre des informations capitales sur
la nature du probléme physique que I’on souhaite traiter et permettent ainsi une meilleure
compréhension du modéle mathématique. Une autre situation qu’on la rencontre souvent
consiste a chercher une solution qui doit satisfaire une contrainte que nous désignons de
fagon symbolique W (u). Un exemple de ce type de situation c’est 'exemple des fluides in-
compressibles en mécanique, la modélisation mathématique exige que I’écoulement u doit
satisfaire la contrainte div(u) = 0. Le cadre fonctionnel, ¢’est-t-a-dire, 'espace fonctionnel
dans lequel se trouve la solution est formé des fonctions satisfaisant & cette contrainte.
L’approximation d’un tel probléme par des méthodes conformes présente souvent d’as-
sez grandes difficultés. Pour surmonter ces difficultés, une des méthodes les plus utilisées ;
c’est la méthode de pénalisation, qui consiste a résoudre un probléme analogue
a celui dont on cherche la solution mais dans un espace plus grand dont les éléments
ne satisfont pas forcement la contrainte. Dans ce nouveau probléme on ajoute un terme
pénalisation de la forme :

Quand ¢ est suffisamment petit, la solution u* du probléme pénalisé est aussi proche que
I'on veut de celle du probléme original.



1.1 DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

Dans tout ce cours € désigne un petit paramétre strictement positif.

{ni(e)} satisfaisant a

Lim Nit1(€) _
e—0 m(g)

Définition 1.1.1. On appelle fonction de jauge (pour € — 0) les éléments d’une suite

(1.1)

Soit & présent f une fonction de e définie sur |0,eq[. Si n(e) est une fonction de jauge,

nous noterons :

_ f(e)
fle) =o(n) <~ Lﬁg{g@—()
T
f@) =0t = [ 5| <+
fle) ~n(e) = Lal_r% %?‘:K, 0< K <o

(1.2)
(1.3)

(1.4)

Remarque 1.1.1.

Exemples
1. tan(3e) = O(e), tan(3e) = o(1).
2. sin(e) — e = O(e?), mais aussi O(g?), ainsi que o(£?).

3. exp(—

. Sm(g
. (He) _—
6. o(im()). noo

=o(e™),¥Ym € R.

vml»—t




Définition 1.1.2. Nous dirons que :

fle) = (Zﬁ-(e)) (1.5)

€N

est un développement asymptotique de f(¢) dans un voisinage de zéro par rapport
aux fonctions de jauge 7; si

fle) =2 file)
Lim N =0, N=0,1,... (1.6)

e—0 NN

Le développement (1.5) peut, suivant les cas, avoir un nombre fini ou infinité dénombrable
de termes. Dans ce dernier cas, la série du second membre peut étre ou non convergente.
La relation (1.5) équivaut a dire que :

f(e) = f(0)+ ...+ fwn(e) + o(nn), pour tout N

1.1.1 Exemples

1. Soit f une fonction différentiable & l'origine

f(e) = f(0) + f'(0)e

est un développement asymptotique de deuxiéme ordre au voisinage de zéro.

2. Si f admet un développement en puissance de £ de la forme :

fle)= Zaisi (1.7)

le second membre constitue un développement asymptotique de f par rapport aux
fonctions de jauge &°.

3. Considérons la fonction définie par

fle)=1+e+e e

qui n’est pas analytique au voisinage de zéro. Alors avec les fonctions de jauge
ni(e) = &' on a
fo=1,fi=¢fi=0 pouri>1

et f(g) est asymptotiquement égale & 1+ ¢, en effet, (1.6) est satisfaite mais

fle) #1+e.
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Considérons a présent une fonction de z dépendant du parameétre . Soit D un domaine
(par exemple de RY) et soit f(x,c) une fonction définie pour x € D et e € (0,g),
soit 7;(e) des fonctions de jauge (généralement indépendantes de x). Un développement
asymptotique

f(l’,g) = Zfz (J},é)

avec
N
f(z.e) =2 fi(z,e)
. 0
lim =0
e—0 7’]N(€)

peut n’étre valable que pour z appartenant a un sous-domaine D’ C D alors qu'un
autre développement asymptotique (avec des fonctions g; # f;) représente asymptotique-
ment f dans un autre sous-domaine D" C D.

Remarque 1.1.2. Souvent, dans la pratique, la fonction f; (z,¢) est de la forme

filw,e) = i () Fi (x) (1.8)

le développement s’écrivant alors
F(x,€) = S (€) Fi (2)
La notation usuelle est alors F; = f* si bien que le développement prend la forme

flw,) = Do) fi(x)

Remarque 1.1.3. Une série asymptotique ou un développement asymptotique est
N

tel que une somme partielle >, N < oo représente la fonction développée d’autant
i=0

mieux qu’'un certain paramétre est petit. Quand le paramétre est nul, ce cas limite

donne exactement la fonction avec le premier terme de la série. Lorsque le paramétre

n’est pas nul mais simplement petit, toute somme partielle est donc une approximation

de la fonction. Il se peut arriver trés souvent qu’ un développement asymptotique soit

divergent, mais il présente une bonne approximation (voir Exercice 1.1).




Les méthodes asymptotiques ont été utilisées pour résoudre plusieurs types de pro-
blémes, des équations algébriques, des intégrales et des équations différentielles ou aux
dérivées partielles. Dans ce cours nous restreignons seulement au ce dernier cas.

De facon générale, les problémes se présentent de la fagon suivante : soit A., un opérateur
différentiel tel que 'on cherche la solution w, (x) des équations

Acu(z) = fo(x) (1.9)

ol x est une variable appartenant a un domaine 2 et 0 < ¢ < gy étant un nombre positif
fixé aussi petit que souhaité.

De ce fait € est sans dimension, ce qui implique que le probléme a été, au préalable,
rendu sans dimension.

Si
est, ce que I'on peut qualifier de probléme réduit, supposé plus simple, il est impératif, en
physique, que I'on puisse écrire que :

[ue () = uo ()]

est petit dans le domaine €2 considéré.

Définition 1.1.3. Si
Lim |Jue () — up (2)|| =0 (1.11)

e—0
le probléme est dit régulier ; on a affaire & des problémes de perturbation réguliére.

Si ce n’est pas le cas, au moins dans le domaine €2 tout entier. On parle alors d’un
probléme de perturbation singuliére.

Remarque 1.1.4. Il arrive souvent qu’un probléme soit de perturbation réguliere par
rapport a une norme et de perturbation singuliére par rapport a une autre.

Dans la section suivante nous commencons par présenter deux problémes aux limites dont
la solution dépend d’un petit paramétre. Ces deux problémes, & but pédagogique, peuvent
étre résolus explicitement. Ils permettent de comparer la solution exacte et celle obtenue
par un développement asymptotique et de présenter les méthodes introduites dans ce
cours.



1.2 PROBLEMES DE PERTURBATIONS REGULIERES

1.2.1 Exemple d’un probléme d’ordre un

Soit f une fonction continue sur [0, 1], on considére le probléme suivant :

dus (z)

I +eu(z) = f(x), sixz € (0,1)

u®(0) = 1.

(1.12)

La solution exacte du probléme (1.12) est donc :

ut(z) = e =" (1 + /Ox e f(t) dt) : (1.13)

Le probléme réduit qu’on l'obtient en faisant ¢ = 0 dans (1.12) est le suivant :

duo( ) :
— = = f(@), siz € (0,1) (1.14)
up(0) = 1.

Alors évidemment, la solution est :

z) =1 +/ F(b) dt (1.15)
0
Montrons maintenant que u(x) converge uniformément sur [0, 1] vers uy, en effet,
Tduf(t
|u®(x) — up(x)| = |u(z) — 1 —/ < udt( ) + €u5(t)> dt) (1.16)
0
za‘/ us(t) dt‘ (1.17)
< 5/ e (1)) dt (118)
1 + ¢" max | f(z)|). (1.19)
z€[0,1]
Alors,
lim sup |[u(x) — up(z)|| = 0. (1.20)
E—)Oxe[o’l}

Donc, d’aprés la définition 1.1.3 le probléme (1.12) est un probléme de perturbation
réguliere par rapport a la norme sup.



1.2.2 Exemple d’un probléme d’ordre deux

Dans le cadre de la remarque 1.1.4, nous abordons I’exemple suivant :

d?a da
L) @) o e (0,1)

dx? dx (1.21)
u(0) = u(1) = 0.
Alors la solution exacte est donnée par :
2e —1
€ _ . e - _ —x/e
u(z) = z(x —2e) + 1 _671/5(1 e "F)
ui(x) = (@ = 1) + e (),
2¢ — 1
re(z) =1—2ex — e %/ + 1—5—6*1/5(1 — e /%)
= ae)(l — e /%) — 2.
On remarque que la solution du probléme
dug(z) ,
=2 1
T x, sixz e (0,1) (1.22)
est ug(r) = 2? — 1.
| —u®| = |7/ + ro(x)]
On remarque que
Lim sup ||u®(z) — uo(z)]] # 0 (1.23)
e—0 z€[0,1]
Alors que, pour tout § > 0
Lim sup [|u®(z) — up(x)|| =0 (1.24)
e—0 z€[5,1]
et par conséquent,
%g(r)lﬂua@) — uo(®)||L2(01) = 0 (1.25)



1.2.3 Exemple d’une équation aux dérivées partielles

Considérons le probléme suivant :
uley) ()
ox Oy?

u”(0,y) = sin(y)
u®(z,0) = u(z,m) =0

=zsiny, O<z<l O<y<m
(1.26)

La solution du (1.26) peut étre calculer, en utilisant la méthode des séparation des va-
riables. En effet, on cherche u®(z,y) sous la forme

u*(z,y) = f(z)sin(y).
Alors, on cherche f(x) solution de :

df
Ea—l—f—l’

On suite, on pose f(x) = g(z)h(x), et on cherche g et h solution de
dz (1.27)

Alors, on trouve que f(z) = (ce™/¢ +x —¢) et par conséquent, les conditions aux limites
impliquent que la solution exacte du probléme (1.26) est :

uf(z,y) = zsin(y) + e ¥/ sin(y) + e(e™*/* — 1) sin(y)
qui converge uniformément, lorsque € tend vers 0, vers la solution
uo(2,y) = wsin(y)
sur tout rectangle Qs = [0, 1] x [0, w]. On note que ug est la solution du probléme réduit :

_82U0(1', y)
0y?
up(z,0) = u(x,m) =0

=zsiny, O0<z<l, O<y<m (1.28)

Le probléme est un probléme de perturbation réguliére par rapport a la norme L?, puisque,

£

|u — u®||L2(q) — 0 lorsque € — 0 (1.29)

mais le probléme est de perturbation singuliére par rapport a la norme sup.

10



1.3 PROBLEMES DE PERTURBATIONS SINGULIERES

Dans de nombreux problémes physiques, on rencontre, comme nous en verrons des
exemples dans les chapitres qui suivent, des situations ou les différents termes d’une équa-
tion sont affectés de coefficients numériques qui peuvent étre d’ordres de grandeur diffé-
rents. Apparaissent ainsi des petits parameétres ; en les négligeant on obtient des équations
plus simples que I'on sait résoudre. Cependant, les solutions ainsi obtenues ne représentent
pas la solution exacte dans tout le domaine considéré. 11 en résulte que certaines condi-
tions aux limites sont perdues et des phénoménes de couche limite apparaissent.
On dit qu’il s’agit de phénoménes de perturbation singuliére.

1.3.1 Meéthodes des développements asymptotiques raccordés

Dans cette section nous présentons quelques modéles mathématiques traités a 1’aide
de la méthode des développements asymptotiques raccordés (c’est-a-dire faisant intervenir
deux développements asymptotiques a l'intérieur et a l'extérieur de la couche limite).

1.3.2 Exemples modéles : couche limite

Exemple 1.3.1.

Soit u(x, ) = u®(x) une fonction définie pour x € (0, 1) et € > 0 satisfaisant a :

du®

e ta (x)u® (x) =b(z), (1.30)
W (0) =0 (1.31)
ol a et b sont des fonctions de C*[0, 1] satisfaisant a
a(xz) > ¢ > 0 pour x € [0,1] (1.32)
b(0) £ 0 (1.33)

On observe que, pour ¢ > 0, (1.30) est une équation différentielle du premier ordre qui
définit la solution u®(z) avec la condition initiale (1.31).
Pour ¢ = 0, ’équation (1.30) n’est plus différentielle et la condition initiale n’a plus de
sens en tant que telle. La solution est alors :

u’ (z) = —=. (1.34)

Revenons a 1'équation (1.30) avec £ > 0 petit, il est raisonnable de penser que u®(x)

sera de la forme :
uf(r) = u’(z) + o(1), (1.35)

11



c’est-a-dire que pour x fixé et € \, 0,u’(z) est la limite de u(x). Il est clair que cette
limite n’a pas lieu pour x = 0, par conséquent il y aura un phénomeéne singulier au voisi-
nage de x = 0. On dira que (1.35) est le développement extérieur de u®(z) (au sens,
valable a l'extérieur de la région de singularité).

Pour étudier la solution au voisinage zéro, nous effectuons une dilatation de la variable
x en définssant une variable intérieure y

x d 1d
== _ = 1.36
Y € — dr edy ( )
Posons v° (y) = v (ey) alors (1.30) devient
dUE € -1
gy T W) =bley) v e 0.7 (1.37)
avec
v® (0) = 0. (1.38)
En faisant ¢ = 0 dans (1.37) on obtient
dv® 0
d_ +G(O)U (y> = b(0>>y € [0,—|—OO)
Yy (1.39)
2 (0) =0
dont la solution est b(0)
O(y) = —=% (1 —e72O) 1.40
) =gy =) (1.40)

Revenant a 1’équation (1.37), nous admettons que sa solution, compte tenu de (1.38), est
de la forme

v (y) =" (y) +o(1) (1.41)
c’est-a-dire que, pour y fixé,y < +oo et € N\, 0,2° (y) est la limite de v (y), on dira que
(1.41) est le développement intérieur de v (y) (au sens, valable a l'intérieur de la
région de singularité).

x
La figure 1.1 donne lallure des deux fonctions u" (z) et v° (—) pour ¢ petit, la solution
£

exacte u® (x) étant proche de 'une ou 'autre suivant que x est grand par rapport a € ou
de 'ordre de €.

12



FIGURE 1.1 — ugy(z) et vo(z/¢)

1.3.3 Raccordement

Prenons des points intermédiaires définis par

r=0c%0<a<1,0 fixé (1.42)
alors :
» Lorsque € N\, 0 les x correspondants tendent vers zéro et les y vers 4o00.
Si on fait 'hypothése que les deux développements (1.35) et (1.41) suffisent & décrire la
solution pour tout z, aux points # = cte on pourra utiliser indifféremment I'un ou 'autre
de ces développements.
» En particulier, les deux développements devront donner la méme limite asymptotique.

Vérifions sur I’exemple qu’il en est bien ainsi, on doit avoir :
u® (0%) + o(1) = v° (01 + o(1)
0 étant fixé, en faisant tendre e vers zéro on obtient :
u® (0) = v°(+00). (1.43)

Ce qui est bien vérifié, la valeur commune étant b(0)/a(0).
Ce raccordement assure la cohérence mutuelle des deux développements a ’ordre retenu.

Il est possible de poursuivre la recherche des termes successifs des développements
(1.35) et (1.41). Cherchons un développement extérieur de la forme :

u () = u” (z) + eu'(x) + o(e). (1.44)
Substituant (1.44) dans I'équation (1.30) nous obtenons : ! :
» alordre €° (on déja obtenu) :

a(x)u’(z) = b(z)

1. en identifiant & zéro les puissances successives de &

13



» alordre e :
du®

I + a(x)ut(z) =0
don 1 d b
u(x) = —m%(w). (1.45)

Nous cherchons de méme un développement intérieur de la forme
u () =1° (y) + v’ (y) + o(e) (1.46)
que nous reportons dans (1.37) :
dv® dv! , 0 1
m + gd_y + o(e) + [a(0) + eya’ (0) + o(e)] [v° (y) +ev' (y) + o (e)]
=b(0) +eyb' (0) + o(e)

qui, a Pordre €°, redonne (1.39).

A l'ordre ¢ : il
3y HaO =~y ) + 1Oy (147)
avec la condition
v (0) = 0.
L’équation (1.47) est de la forme :
dv! . ’ a'(0)b(0)
« = y(Be = a(0), = -2 — (0
ay e y(Be™™ +7), a=a(0), B ORI (0)
supposons que v' = f(y)g(y), alors
B 6y2 yeay ey
— oW — I o
flyy=e gly) ==+~ - —5)+C
d’ou
2
1 T oy Bi —ay o T l
v (y) a2€ + 5 € +a(y a)
Y oy By*e ™y
S 1 e
a? (e )+ 2 * a
/ / /
— b (0) ( —ay _ 1) — a (O)b(O) y26—ay + b (O)y
a(0)? 2a(0) a(0)

Ecrivant alors (1.44) et (1.46) en variable intermédiaire
=cr=c" O<a<l
on vérifie aisément que

lim(u®(0e®) + eut (0e®)) = lim(v°(0* 1) 4+ ev'(e*1)) = 0

e—0 e—0

donc ces deux développements coincident aux deux premiers ordres, le raccordement est
donc vérifié a 'ordre retenu.

14



Remarque 1.3.1. Dans la recherche de développements asymptotiques, ni la solu-
tion, ni la dilatation convenable ne sont connues d’avance. Les structures asympto-
tiques plausibles que I'on est amené & tenter peuvent conduire a des résultats incohé-
rents.

Nous donnons un exemple de mise en ceuvre asymptotique incohérente. Considérons a
nouveau l’équation (1.30) satisfaisant aux conditions (1.32) mais avec la condition finale

w(1) =0 (1.48)

au lieu de la condition initiale (1.31). Si on suivait le méme processus que dans le cas
précédent, on trouverait u°(x) donné par (1.34) qui, en général, ne prend pas la valeur 0
en 1. En définissant la variable dilatée

T=— (1.49)
on obtiendrait, a la place de (1.39),
d—UO +a(1)v°(7) = b(1)T € |—00, 0]
= - , (1.50)
v(0) =0
dont la solution est
(1) = —m(e_“(l)T —1) (1.51)
o) . :
La condition de raccordement analogue a (1.43) serait
u’(1) = v’ (—o0) (1.52)

qui n’est pas satisfaite par (1.34) et (1.51).
Expliquons ce phénoméne. Prenons par exemple a et b constantes, égales a 1'unité.
Alors la solution exacte de (1.30) avec (1.48) est

11—z

u(r)=1—e ¢

nous observons que pour tout x < 1 lorsque € N\, 0,u* — —00, et que par suite le premier
terme 1 n’est nullement donné par (1.34).

Revenons a I’équation (1.30), du fait que a est strictement positif elle jouit de propriétés
de stabilité exponentielle pour x — 400 mais d’instabilité exponentielle pour x — —oo.
Donc, en imposant des conditions initiales, on peut espérer que leur action devienne
négligeable en dehors d’une région petite, c¢’est-a-dire en dehors d’une couche. Par contre,
en imposant des conditions finales, leur influence ne peut que croitre lorsque x décroit. Il
était donc absurde et faux de prendre pour u’(z) la solution (1.34). En effet, cela revenait
a négliger la condition en x = 1 dont I'influence est exponentiellement grande pour z < 1.
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Remarque 1.3.2. L’exemple qui précéde peut étre considéré comme un modéle ma-
thématique simple d’une situation physique assez générale.

Soit une équation du type
5%(% t)+ Au(x,t) = f, (1.53)

ot t désigne le temps et ot A est un opérateur de différentiation par rapport aux variables
d’espace. Considérons le probléme stationnaire correspondant

Au(z) = f (1.54)
Si le phénomeéne est stable pour ¢t — +00 on aura

u(z,t) — u(x) (1.55)
t—o0

Si le coefficient € dans (1.53) est petit, la variable significative est 7 = z /¢ de telle sorte
que, dans (1.55), la convergence est trés rapide et on a une couche limite au voisinage de
x = 0.
Les équations de la chaleur, de ’énergie et de Navier-Stokes non stationnaires entrent
dans le cadre de ce qui précéde. Il est connu que, du fait de la dégradation de I’énergie, il
est possibled’imposer des conditions initiales mais non des conditions finales.

Exemple 1.3.2. Considérons a présent ’équation

d*u* () :
eyt a(z)u®(z) = f(x),e >0 (1.56)
définie pour = € [0, 1], ot f est une fonction donnée vérifiant
F(0) #0, £(1) #0 (157)

et ou a(r) est une fonction de C° [0, 1] satisfaisant, pour une certaine constante ¢, a
0<c<a(x) pour x € [0,1]. (1.58)
Nous imposons les conditions aux limites
u®(0) =u*(1) = 0. (1.59)

Cherchons un développement extérieur, c¢’est-a-dire extérieur aux éventuelles couches li-
mites, sous la forme

uf (z) = u’(x) + o(1) (1.60)
et reportons-le dans (1.56), nous obtenons immédiatement
Oy = L) (1.61)

afz)’
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qui ne satisfait pas aux conditions aux limites (1.59).
Etudions la couche limite au voisinage de zéro. Pour trouver un développement cohérent,

effectuons une dilation définie par
x

= 1.62

Y= 5 (1.62)
ol §(e) est, pour le moment, indéterminée mais satisfaisant a § (¢) — 0 lorsque £ \ 0.
Posons v*(y) = u®(d(¢)y), nous obtenons

s Al = e (163
alors, lorsque € \, 0 :
-si e = 0(6%(g)) alors (1.63) donne
1O
(v) a(0)

qui ne convient pas puisque ne satisfaisant pas a la condition aux limites :
si 6%(¢) = o (e) alors (1.63) fournit

d*v°

——=0—=1"(y) =ay +
0 (y) =ay+p
a indéterminée, mais 8 = 0 puisque v°(0) = 0. Cette solution ne convient pas non plus
puisque v°(y) — oo et par suite v°(y) ne peut étre raccordée a u’(x).

Prenons donc

5(e) = '/? (1.64)
alors (1.63) devient, lorsque & \ 0,
d*v°
T a0 ) = £0) (1.65)

dont la solution générale est

O(y) = AeVaOy 4 Be=v/alO | % (1.66)

ot A = 0, sinon v°(y) ne peut étre raccordée a u’(z); alors v°(0) = 0 donne

(1 —e V) (1.67)

On vérifie immédiatement que la condition de raccordement

v (+00) = u"(0)
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obtenue comme en (1.43) de 'exemple 1.3.2 est bien satisfaite. Alors, en vertu du principe
de raccordement, nous retiendrons comme développement intérieur de v°, au premier
order,

v*(y) = v°(y) + o(1). (1.68)

De méme pour satisfaire a la condition aux limites u*(1) = 0 on introduit la variable

intérieure 1
l‘ —_—
z2=——, 2z€(—00,0)

7

qui donne le premier terme w®(z) du développement intérieur
we(2) = w’(2) + o(1)

w0(z) = 18 1 v
()= 7m0 )

L’allure générale du développement au premier ordre est donnée par la figure 1.2.

“(z)

u
7

FIGURE 1.2 — u%(z), (2 /\/€) et u® (x — 1)

B

Remarque 1.3.3. En relation avec les commentaires sur la stabilité de la remarque
1.3.1, dans le cas présent nous constatons que l'on a pu choisir dans la solution gé-
nérale (1.66) une solution v°(y) (resp. w’(z)) stable pour y croissant (resp. pour z
décroissant). Ceci explique que les deux développements soient cohérents.
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Remarque 1.3.4. La discussion faite pour obtenir I’échelle de dilatation (1.64) nous
a montré que 1’équation (1.65) était, parmi tous les choix possibles, celui conduisant a
retenir le plus de termes significatifs possible. Cette situation revét un caractére trés
général et est souvent appelé Principe de moindre dégénérescence.

Remarque 1.3.5. Considérons une plaque élastique sous tension de petite rigidité
a la flexion. Sous certaines hypothéses sa limite lorsque son épaisseur tend vers zéro
est une membrane. L’étude de ce probléme fait apparaitre une perturbation singuliére
dont le probléme de 'exemple 1.3.2 est un modéle mathématique simple.

1.3.4 Un exemple de singularité a I’infini

Dans cette section, nous donnons un exemple qui se rencontre fréquemment dans les
applications. Le raccordement permet de déterminer non seulement la dilatation, comme
dans I'exemple 1.3.2 mais aussi certains termes des développements, alors que dans les
exemples de la section précédente les développements étaient déterminés et le raccorde-
ment était vérifié.

Considérons 1’équation

d*u®

- da?

ou u® est définie pour x € [0, +oo[. La fonction a(z) donnée est de classe C! et satisfait
aux conditions

+ea(zx)u® =0, >0 (1.69)

g <a(x) < (1.70)

ou c; et ¢y sont deux constantes positives, et

a(z) =1 (1.71)
r—+00
on impose les conditions aux limites
u?(0) =1 1.72)
lim u®(x) =0 1.73)
Tr—r00
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Remarque 1.3.6. L’équation (1.69) est différentielle du second ordre aussi bien pour
e = 0 que pour ¢ # 0. Cependant, pour ¢ = 0 le probléme (1.69), (1.72), (1.73) est
impossible. Par contre pour € > 0 il se peut que la solution existe (par exemple pour
a(r) =1 on a uf = e V&),

Cherchons un développement extérieur de la forme

uf(z) = u’(z) + o(1). (1.74)
Reportant (1.74) dans (1.69) nous obtenons

RIS

T2 =0=u’(z) = Az + B.

Nous imposons la condition (1.72) d’ou B = 1 et la condition (1.73) est alors impos-
sible & satisfaire, A reste indéterminée.

Remarque 1.3.7. Sil’'on avait imposé (1.73), on aurait eu u°(z) = 0 et (1.72) n’aurait
pas été satisfaite. On aurait dit chercher une couche au voisinage de x = 0 et toute
tentative de dilatation de la variable aurait échoué.

Pour étudier le voisinage de 'infini on effectue la contraction
y=4d(e)x (1.75)
et en définissant v¢ par v°(y) = u°([0(¢) 'y) 'équation (1.69) devient

d*v® Y

—6%(e) 0 + 8&(5 B

v (y) =0 (1.76)
ce qui montre que 1’on doit choisir

5(e) = /5 (1.77)

Cherchons un développement intérieur (a la région de singularité : voisinage de l'infini)de
la forme

vi(y) = "(y) +o(1) (1.78)
que nous reportons dans (1.76). Nous obtenons, en utilisant (1.71)
0’
a2 +v° =0
d’ou
O(y) = Ce¥ + De™V (1.79)



alors, en imposant la condition a l'infini (1.73), nous devons prendre C' = 0.
La détermination des constantes A et D se fait par raccordement en prenant pour variable
intermédiaire

z=c",0<a<1/2 (1.80)

En admettant que les deux développements soient valables pour z = 0(1) nous avons
u’(e72) + o(1) = ° <5%_“2> +o(1)
alors, en faisant tendre E vers zéro, nous obtenons
A=0 et D=1.

Ceci détermine complétement le premier ordre des développements extérieur et intérieur.
Nous noterons qu’a l'ordre étudié la fonction a(x) n’est intervenue que par sa limite a
I'infini.

Remarque 1.3.8.

Dans cet exemple il convient de noter que le comportement singulier, pour € ~\, 0
(non-satisfaction a la condition aux limites & I'infini) n’est pas lié (comme dans les
exemples de la section 1.3) a l'abaissement de 'ordre de 'équation différentielle. Ce
type de comportement a I'infini se rencontre dans ’étude de 1’écoulement d’un fluide
a petit nombre de Reynolds Re < 1 autour d’un corps lorsqu’on fait brutalement
Re = 0.

Remarque 1.3.9.

Dans cet exemple, nous observons que le développement intérieur est valable dans
un voisinage de l'infini (en fait il est intérieur a la région de singularité) alors que le
développement extérieur est valable pour x fini.
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1.4 COMMENTAIRES GENERAUX

Les exemples des sections 1.3 et 1.3.4 ont permis de dégager la méthode d’étude
des problémes de perturbations singuliéres. Nous allons & présent en décrire les étapes
principales.

1.4.1 Marche a suivre

1. Etude du probléme dans la variable physique = (qui en général sera la variable
extérieure) pour € N\, 0. On fait ainsi apparaitre la premiére fonction de jauge
1o (€)-

On obtient également la fonction u°(x) qui ne satisfait pas a toutes les conditions
aux limites.

2. Recherche d’une variable intérieure y pour I’étude du voisinage de chaque singula-
rité. En général ceci implique que les équations satisfaites par v%(y) et u°(y) sont
différentes.

3. Etude du premier terme du développement intérieur v° (y), cette étude est en géné-
ral liée a I’étape précédente 2) et a la suivante 4). Elle conduit & la détermination
partielle (par exemple & des constantes pres) de v%(y).

4. Mise en ceuvre du raccordement. Nous avons utilisé la méthode de la variable
intermédiaire mais il en existe d’autres comme nous le verrons dans la suite de
cette section. Cette étape est cruciale puisque si le raccordement n’aboutit pas,
toutes les étapes de I'étude doivent étre remises en question, voir remarque 3.3 et
remarque 3.5.

5. Poursuite du processus pour le terme suivant. Nous devons trouver une deuxiéme
fonction de jauge n;(¢). Souvent elle ne résulte pas naturellement du développement
extérieur et nous devons la trouver par raccordement.

Remarque 1.4.1. Les exemples des sections 1.3 et 1.3.4 concernaient des équations
différentielles ordinaires et les singularités apparaissent en des points. Dans les pro-
blémes physiques il se peut que les singularités aient lieu au voisinage de certaines
courbes ou surfaces. La région de singularités "appelle aussi couche limite. Souvent la
dilatation s’effectue dans la direction normale.
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1.4.2 Techniques de raccordement

Considérons un développement extérieur (z = cte,e N\, 0)et un développement in-
térieur (y = cte,e N\, 0)ou y = [§(¢)] 'z . Comme nous Pavons vu dans les exemples
des sections 3 et 4, le raccordement consiste & exprimer que, si on définit une variable
intermédiaire (par exemple z = [§ (¢)]7%2,0 < a < 1), les deux développements sont si-
multanément valables pour z = cte,e \, 0. Cette technique s’ applique a tous les ordres
(voir exemple 3.1). Si le raccordement a été effectué jusqu’a un certain ordre, on admet
la validité des développements extérieur et intérieur jusqu ’a cet ordre, ce qui constitue le
"Principe de raccordement".

Si les deux développements intérieur et extérieur commencent par des termes de 'ordre de
I'unité, u®(z) et v°(y) respectivement, le raccordement au premier ordre , donne comme
dans les exemples des sections 1.3 et 1.3.4,

Régle 1.4.1.

résultat qui peut étre anoncé :

Régle 1.4.2. .
limite intérieure (de la limite extérieure) = limite extérieure (de la limite intérieure).

Ou limite intérieure (resp. extérieure) signifie limite pour y fixé (resp. = fixé) et € N\, 0.
En effet, u(z) (resp.v®(y)) est la limite extérieure (resp. intérieure) de u®. En faisant
r = 0(e)y dans u’(z) et y = [§(¢)]'x dans v°(y) nous voyons que (1.4.2) exprime (1.4.1).
Si les termes dominants des deux développements sont de l'ordre de 7(e) au lieu d’étre
o(1), la regle (1.4.2) donne seulement 0 = 0 ou co = co. Une régle plus générale le pour
le raccordement des premiers termes est donc nécessaire :

Reégle 1.4.3. .
Repré. intérieure (de l'extérieure) = Repré. extérieure (de l'intérieure)

ou représentation intérieure (resp. extérieure) désigne le premier terme non nul du déve-
loppement intérieur (resp. extérieur) en variables intérieures (resp. extérieures). Naturelle-
ment, pour exprimer (1.4.3), les deux termes doivent étre décrits dans les mémes variables
(intérieures ou extérieures).
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1.4.3 Interprétation du raccordement

Pour fixer les idées, considérons le cas on u®(x) a pour développements extérieur et
intérieur respectivement les deux développements

uf(z) = u’ () +eut (z) + ... (1.81)
ut(x) = u’ (y) + vt (y) + ... (1.82)
la variable intérieure étant définie par
x

La fonction u®(z) peut étre considérée comme une fonction de z et € ayant une singularité a
I'origine. Nous allons donner au processus de passage a la limite une forme plus symétrique
en introduisant deux nouvelles variables £ et n définies comme suit :

La limite extérieure (resp. intérieure) a lieu pour & fixé, n \, 0 (resp. pour 7 fixé, £ \, 0),

ce qui sera réalisé en posant
x=E£
<~ 1.84
(on notera que n = 1/y).

Dans ces nouvelles variables (1.81) et (1.82) s’ écrivent respectivement

SEGNS

§
Ul

ui(x) = F(§,n) = u” (&) + 1 (€u' (€) +0 (n%) (1.85)

u? () = fn—v(l) ( (%))H(gz) (1.86)

Lorsque n N\, 0 (resp. £ \,0) dans (1.85) (resp. (1.86)

limite extérieure de u®(x) = u’(¢)
limite intérieure de u®(z) = v°(=) (1.87)
Ui

alors la régle (1.4.1) ou (1.4.2) est équivalente a

Reégle 1.4.4.
lim (&0(5 n)) = lim (%grg)F (3 n))

qui peut étre prise comme condition de raccordement a ’ordre un et qui exprime une sorte
de régularité de F'(£,n) a l'origine. Les conditions de raccordement aux ordres suivants
peuvent étre obtenues de la méme maniére en supposant une régularité plus de forte de
la fonction F(£,7n) a lorigine.
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1.5 METHODE DES ECHELLES MULTIPLES

1.5.1 Introduction

Nous considérons a présent un nouveau type de probléemes. Il s’agit typiquement de
problémes de vibration ou la présence du petit parameétre € produit une petite perturba-
tion pour un intervalle de temps de I'ordre de la période mais la perturbation a un effet
cumulatif au cours du temps.

Les paramétres de vibration (par exemple amplitude) peuvent subir des variations im-
portantes au bout d’'un temps suffisamment long.

Citons a titre d’exemple les oscillations d’un pendule dans un milieu légérement dis-
sipatif ; chaque oscillation est approximativement égale & la suivante, mais au bout d’un
grand nombre d’oscillations 'amplitude décrit et tend vers zéro lorsque t — oo. Ici la
nature de la perturbation est essentiellement différente de celle des sections précédentes,
il n’y a pas de couche limite.

Dans ce type de problémes on cherche a obtenir développement asymptotique unifor-
mément valable pour ¢ de I'ordre o(e™1) i.e., pour ¢ € [0,Ce™!]. Dans le langage courant,
on dit parfois uniformément valable. Cette expression est inadéquate et en général fausse.
Le développement est valable dans un intervalle de ’ordre de I'unité d’une variable de
temps long 7 = et et seulement dans des cas exceptionnels valable pour ¢ € [0, 4-00].

Notons que le calcul numérique standard peut accumuler les erreurs et ne permet pas
d’obtenir des résultats fiables pour tout ¢ € [0, Ce™1.

Par contre, la méthode des échelles multiples permet d’expliciter séparément les effets
produits pendant des intervalles de temps de 1'ordre de la période et 1’évolution a long
terme. Naturellement, comme nous le verrons les équations d’évolution obtenues en ¢ et
en 7 peuvent étre intégrées numériquement.
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1.5.2 Exemple d’un probléme avec frottement

Considérons, pour ¢ > 0, la solution u¢(¢) du probléme? :

d?ué dus
£ = —2¢e— t>0 1.88
az a7 (1.88)
W (0) = 0, (1.89)
du®
0) =1. 1.90
"o (1.90)

Si e = 0 la solution est de la forme :
u(t) = A cos(t) + B sin(t) (1.91)

Pour € # 0 il faut s’attendre & une variation lente des coefficients A et B ; par conséquent :
» Nous introduisons un temps long 7 = <t.
» Nous cherchons pour u°(t) un développement de la forme

ut (t) = u(t*,7) + eut (t*,7) + O(e?) (1.92)

ou
" =tetT=ct (1.93)

L’idée est d’introduire deux variables indépendantes, & caractére auxiliaire, et de cher-
cher & exprimer la dépendance en t de u® par l'intermédiaire de (1.93).
IT est clair que ¢* (resp. T est une variable (resp. lente ) a caractére mathématique.
Nous avons alors

d 0 0
i o + EE (1.94)

De (1.92) et (1.94) nous tirons

du®  Ou’ (8u1 8u0> 2(6u2 8u1)
= +e + el gt )+

dt ot ot~ ot ot~ ot

d?us B R N . ou’ N 0*ut N
a2 o \“oror T e

(1.95)

Substituant (1.95) dans (1.88) et identifiant les puissances successives de € nous obtenons

9*u®

0
= ].-
o =0 (1.96)
Pul o’ 9*u°
Sl = =2 (at* + 815*(37) (1.97)

2. Il s’agit d’un oscillateur & un degré de liberté soumis & un frottement linéaire visqueux.
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et ainsi de suite.
L’équation (1.96) donne

u’(t*,7) = Ap (1) cos(t) + By () sin(t*) (1.98)
et donc (1.97) devient
2,,1 A B
g +ut = —2(—M sint* + 4By cost™) — 2(—Apsint® + By cost”) (1.99)
ot~ dr dr

dont la solution est la somme de la solution générale de I’équation sans second membre
Ay (1) cos(t*) + By (1) sin(t") (1.100)

et d’une solution particuliére de ’équation avec second membre.

Remarque 1.5.1. Avant de poursuivre, notons qu’afin d’obtenir un développement
valable pour t* = o(e7!) et t = o(1) chaque u’ dans (1.92) doit étre o(1) (ou peut-étre
o(e™!) dans les intervalles considérés, sinon le développement n’est plus cohérent.

Il est connu que la solution de I’équation (1.99) contient les termes t* cos(t*) et t* sin(t*)
de telle sorte que, pour t* € [0,7]

u' ~ o(s7') et non o(1)

a moins que le second membre soit identiquement nul.
Nous prendrons donc

dA
—0 + Ag - O
dr
(1.101)
dBy
—+ By =0
dr P
d’ou
Ao (1) =ae™™, By(r) =pe " (1.102)
et par suite
u’ (t*,7) = e "(acost* + Bsint”) (1.103)
ot compte tenu de (1.89) et (1.90) ,
a=0, =1 (1.104)

Le terme u° est donc complétement déterminé et u'(t*,7) est donné par
u(t*,7) = Ay (1) cost* + By () sin t*

on peut alors poursuivre le processus.
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Remarque 1.5.2. En déterminant les termes successifs du développement nous amé-
liorons approximation pour ¢ € [0, ce~!| mais, en général, ce faisant nous ne modifions
pas le domaine de validité ¢ = o(e™1).

Remarque 1.5.3.

On aurait pu chercher la solution générale (1.98) sous la forme
u(t*,7) = c (1) cos(t* + ¢ (1))

on aurait eu alors

@ +ce(r)=0=¢(1) =ce "
dr

d
—@:O:>g0(7):cte
dr

est équivalente a (1.103).

Remarque 1.5.4. Le role des deux variables t* =t et 7 = et a déja été commenté
au cours de I'exemple. Il est clair que dans la méthode des échelles multiples elles
coexistent (c’est-a-dire, la solution dépend de ¢ par I'intermédiaire de t* et 7 simul-
tanément) alors que, dans le cas des développements asymptotiques raccordés les
variables t et t/¢ ont chacune leur domaine propre (méme si ces deux développements
ont une région de validité commune ou s’effectue le raccordement).

Remarque 1.5.5. que I'étude de I'exemple précédent était basée sur la résolution
explicite de I’équation (1.99). Dans des cas plus généraux cela n’est pas toujours
possible. Par exemple, dans le cas ot la résistance serait proportionnelle au carré de
du® | duf
dt | dt
linéaire et non analytique. Il est alors utile d’avoir une mise en ceuvre convenant a
des problémes assez généraux.

la vitesse, on aurait au second membre de (1.88) —¢ expression qui est non

28



1.5.3 Exemple plus général

Considérons pour ¢ > 0 la solution u®(t)

d?ue du®
€ _cF 1.1
o tu=e (dt) (1.105)
u® (0) =0, (1.106)
du®
0) = 1. 1.107
o 0) (1.107)

Nous cherchons, comme dans I'exemple (1.5.2), un développement de la forme :
ut(t) = uO(t*, 1) + e (¢, 7) + O(e?)

Procédant comme dans cet exemple nous obtenons (1.96) dont la solution générale est
encore
u’ (t*,7) = Ao (1) cost™ + By (1) sin t* (1.108)

L’équivalent de (1.97) est & présent

Pu’ 0%t ou®
2 l=F 1.109
oror a2 ¢ (at*) (1.109)
qui avec (1.108) devient
o*ut dB, dA
8t_7j2 +ul = _2<d_7-0 cost* — d_TO sint*) + F(—Agsint* + By cost”) (1.110)

qui est une équation différentielle pour trouver u!(¢*, 7) ou 7 joue le role d’un parameétre.
Une solution particuliére de (1.110), notée u'(t*, 7), s’obtient par la méthode de variation
des constantes.

Posant
ut(t*,7) = AL (t*,7) cost™ + By (t*, 7)sint* (1.111)
avec,
dA dB
dt*l cost* + W*l sint* =0
dA dB dA dB
_W*l sint* + W*l cost* = Qd_ro sint* — 2d_ro cost* + F(—Apsint* + By cost*)
(1.112)
don dA, dB
1 0 0
— &(A 420 470
g~ o Bo, 5=, o )
(1.113)
dB; dA, dBy
=V(Ay, By, —, —. t*
dt* (Ao, Bo, 5= 7 1")
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ou

dA dB
o= 2d—0 sin? t* — 2d—0 cost*sin(t*) + F(—Apsin(t*) + By cos(t*)) sin t*
T

-
(1.114)
A B
U= 2M sint* cost* — ZM cos’ t* + F(—Agsint* + By cost*) cost*
dr dr
ce qui donne
. dAy dBy
A= [ —
1(t 77-) 0 ¢(AO>BO7 d ) dT >€)d€
(1.115)
. dAy dB
Bl(t*a T) = fot \IJ(ACH BOa d_7_07 d_07 g)d{

qui reporté dans (1.111), donnerait a'(t*,7) si Ag(7) et By(7) sont déterminés.

En accord avec la remarque 1.5.2, u!(t*, 7) doit rester bornée pour t* € [0,ce™1], ceci
exige que la solution particuliére u' reste bornée pour ces valeurs de t*, puisque la solution
générale de 1’équation sans second membre satisfait a cette condition.

En vertu de (1.111) cela impose que

Ay (t*,7), By (t*, 7) restent bornées pour t* € [0, ce "] (1.116)

Dans I’équation (1.115), nous remarquons que :
» les intégrands sont des fonctions périodiques de £ de période 2.

» lintervalle (0,¢*) doit contienir un nombre n fini de périodes (n d’autant plus grand
que t* est grand) plus un intervalle fini de longueur inférieure ou égale a 2.

Alors, les intégrales de (1.115) sont égales a n fois les intégrales correspondantes sur une
période plus, bien stir les intégrales sur le dernier intervalle.

Ceci nous montre que A; et By ne pourront étre bornées qui si

o dAy dBy
®(Ag, By, —, —, t*)dt* =
o (o, Bo, dr ’ dr’ )
2 dAO dBO
U (Agy, By, —, —, t*)dt* =
0 ( 0, 20, dr ’ dT ’ ) 0
Explicitant ces conditions & 'aide de (1.114) nous obtenons :
dAO 1 27 LY *) o} * *
= oo F(—Agsint* + By cost*)sin(t*) dt
(1.117)
dBy 1 ,ox . x X\ ek
o %fo F(—Agsint* + Bycost*) cos(t*) dt
avec les conditions :
Ap(0) =0, By(0) = 1. (1.118)
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1.6 EXERCICES

e—t

Exercice 1.1. Dans cet exercice on cherche a évaluer |, 500 &~ dt al’aide d’une série asymp-
totique divergente. Soit la fonction f définie par :

f(a):/l/ —

1. Montrer que

fle) = 6_1/52(—1)”_1(71 — D™ + (-=1)V N! /100 ;le dt

n=1

2. Montrer que la série Y f,.(¢) est divergente.

3. Montrer que
le!/eR,| < nle"*!

4. Montrer que
0.00112 < f(1/5) < 0.00117.

Exercice 1.2. On considére le probléme suivant :

C;quua:ea:, si0<zxz<1 (1.119)
u?(0) =1
1. Calculer la solution exacte u° et la solution du probléme réduit «°.
2. Calculer lim sup [Ju(z) — u%(z)]|.
e=0z¢(0,1]
3. Le probléme (1.119), est-il de perturbation réguliére ou singuliére ?
Exercice 1.3. On considére le probléme suivant :
€
edx +ut =z, si0<z<l (1.120)

u®(0) =1

1. Calculer la solution exacte u° et la solution du probléme réduit «°.

2. Calculer lim sup [Ju(z) — u%(z)]|.
£—>0x6[071}

3. Le probléme (1.120), est-il de perturbation réguliére ou singuliére ?
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Exercice 1.4. Soit u° (x) une fonction défine pour z € (0, +00), satisfaisant a

d )
e =+ 1 pour z € (0, +00)
dz (1.121)
du® (0) = 1
dz €

ou ¢ est un paramétre positif destiné a tendre vers zéro.

1. Déterminer le premier terme du dévelopement asymptotique.

x
2. A l'aide de la dilatation définie par y = —, donner le premier terme développement
€
intérieur v (y).
3. Vérifier la condition de raccordement.

Exercice 1.5. On considére le probléme aux limites (tige élastique de petite rigidité)
suivant :

/ d2us 2d4us
i +e I =—1 pourze (0,1)
du’
£(0) = 0)=0 1.122
u (0) = ——(0) (1.122)
du®
(1) = 1) =0.
\ w (1) =22

En utilisant la méthode des développements asymptoiques raccordés, trouver les premiers
termes des développements extérieur et dans la couche limite au voisinage de x = 0
(’étude au voisinage de x = 1 est tout a fait analogue).

Exercice 1.6. Soit I’équation différentielle :
2u€
dz?

et les conditions aux limites :

—e + (22 4+ 1) u® = sin(z), dans (0, g), (1.123)

W (0) = 0, (g) —0. (1.124)

. . .. ™
1. Mettre en évidence ’existence d’une couche limite en z = —.

2. Déterminer la variable intérieure et chercher le premier terme d’un développement
intérieur.

3. On cherche le développement extérieur sous la forme :
uf (z) = u’ (z) +7n(e)ut (2) + ... (1.125)
Déterminer 7 (g) et u' ().

4. Montrer que, a 'ordre retenu, apparait une couche limite en x = 0.
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ot

. Trouver le deuxiéme terme de développement intérieur, au voisinage de = = /2.

. Vérifier le raccordement en utilisant la variable intermédiaire :
(=c1 (g —ac) (1.126)

7. Déterminer la variable intérieure dans la couche limite au voisinage de = = 0.

=]

8. Trouver les deux premiers ordres du développement intérieur dans cette région et
vérifier le raccordement avec le développement extérieur.

Exercice 1.7.

On considére 1’équation
d2us
a2

On utilisera la méthode des échelles multiples pour obtenir le premier terme d’un déve-
loppement valable dans ¢ € [0,1/¢] .3

+ut=¢e(2u" +e (ue)z) pour ¢ € [0, +o0]. (1.127)

Exercice 1.8. Soit I’équation
d*uf
dt?

d S
fu = (—qf 12 CZ sin Qt) (1.128)

» En utilisant la méthode des échelles multiples, trouver le premier terme d’un dévelop-

pement asymptotique valable dans [O, ﬂ A

Exercice 1.9. En utilisant la méthode de développement asymptotique raccordé trouver
la solution extérieure et intérieure du probléme suivant :

e =uu —u si0<xz<1
(1.129)
u(0) =1et u(l) =—1

Exercice 1.10. En utilisant la méthode des échelles multiples résoudre le probléme sui-

vant : , ( /)3 0.1)
—u' +ew)+u= x€(0,1
{ u(0) =0, et /(1) =1 (1.130)
Exercice 1.11. Soit I’équation
d4 5 d2 5
deu‘l — d;? =f pourz € (—a,a), (1.131)
avec les conditions aux limites suivantes :
ut(—a) =u(a) = pour € =0
uf(—a) =u(a) = pour € > 0 (1.132)
du(—a) dus(a)
= =0 poure>0
dx dx

On suppose que la donnée f € L*(—a,a).

3. Les valeurs initiales n’étant pas précisées, la solution contiendra deux constantes indéterminées
4. les valeurs initiales n’étant pas précisées, la solution contiendra deux constantes indéterminées.
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1. Ecrire les formulations variationnelles des problémes déterminant u° et u°.
2. Etudier la convergence de u° lorsque € 0.

3. On suppose a présent que f = ¢ (0 dérivée de la distribution de Dirac).
a) Verifier que &' € H %(—a,a),® mais que &' ¢ H™'(—a,a).
b) Construire une solution de I’équation

d*w ,

——5 =1 (1.133)

en déduire la solution du probléme

2,0
—C;—ug =0 dans (—a,a)
T

u’(—a) =u"(a) =0

(1.134)

4. Trouver, pour le probléme (1.134), une solution de couche limite au voisinage de
rz=0.

5. On vérifiera qu'une dilatation y = x/e transforme
§(z) en e 5(y) et &'(x) en 25 (y).

Exercice 1.12.

Soit le probléme aux valeurs propres suivant :

d2
—+)\2f(x):0516§x§7r

dx?
A>0

avec les conditions aux limites :

1. Déterminer la solution exacte du probléme, et I’ensemble des valeurs propres \;
on effectuera un développement a 'ordre £ de A.

2. Pour illustrer I'utilisation d’'une méthode de perturbation, on pose :
f=wot+epr+..;  A=X+eh+...

Exprimer les conditions aux limites. Pour la condition en x = ¢, on effectuera un
développement limité de g et 1 au voisinage de x = 0 ; de cette fagon la condition
en x = ¢ sera transférée en x = 0.

3. Déterminer g, 1, Ag, A1. Comparer a la solution exacte.

5. On rappelle que H ™" désigne le dual de HJ" (voir le cours sur les Espaces de Sobolev)
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Exercice 1.13. On se propose d’étudier une approximation asymptotique de u.(x) telle
que :

_ d*u.(z) du. () .
Lou.(z)=e¢ e +2(z — DW —2(z — 1u® =0,

ou :
0<z <2,

avec :
us(0) =1, wu.(2)=0.

1. Déterminer le domaine extérieur et 'approximation ug(z) correspondante.

2. Trouver Iépaisseur §(g) du domaine intérieur et déterminer la forme générale de

. . N Tr— X9 , N L.
I"approximation correspondante vy(y) ot y = , o étant & préciser.

J

3. Comment s’applique le principe du raccordement. Tracer I'allure de la solution. On

donne : -
/ e % ds = ﬁ
0 2

4. Peut-on donner une approximation uniformément valable de u.(x) sur le domaine
0<x<2?
Exercice 1.14. On considére le probléme suivant :
d?u.

€
dx?

du
1 — c=0,
+ (1 + ax) o + au
avec :
u(0) =1, wu(l)=1.
1. Donner la solution générale ug(z) en dehors de toute couche limite.

2. On suppose a > —1. En utilisant la dilatation

xXr
y=-
£

déterminer vy(y) la solution de couche limite au voisisnage de 0 et w,,, une ap-
proximation uniformément valable sur [0, 1].

On suppose a < —1.

11—z

3. Trouver ug(x), vo(y), wo(y*) et uqy, avec y* =
£

On considére le probléme suivant :

d?u,

da?

du,
+(1—2) o

u(0) =1, wu(l) =

€

— = < r<
ue =0, 0<sz<l, (1.135)
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1. Vérifier que la solution exacte a la forme :

X
u=eX’ {A—l—B/ e_tht} ,
0

_1—x

X = .
V2e

avec :

2. Déterminer A et B.
3. Montrer qu’il existe une couche limite en x = 0 et une autre en z = 1.

4. Donner la variable appropriée a chaque couche limite.
On sait que pour z — oo :

2 [V, 2 ., 1 1
= Pt =14 ——e 7| —C 4 4|,
ﬁ/o e +ﬁe [ 2—1—234— }

Exercice 1.15. ( Perturbation singuliére). Soit V' un espace de Hilbert réel et a : V xV —
R une forme bilinéaire continue et coercive sur V' x V et b une forme bilinéaire et continue
sur V x V. On se donne L : V — R une forme linéaire sur V.

On considére le probléme suivant :

Trouver u. € V tel que

(1.136)
a.(us,v) = L(v), YveV
avec
e € Ret a.(us,v) = alue,v) + eb(ue, v).
On introduit les notations suivantes :
a = inf a(v_,z;) et |lall = sup sup lalu, v)|
vev\{0} [[v]] vev\{o}  uev{op [lulll[v]]
(1.137)
L(v)| b(u,v)
2= sp B o= ap s PO
veviioy V]l ver{oy  wewv\{oy [[ull][v]]
, «
1. Soit g5 = W montrer que
V|e| < &g le probléme (1.136) admet une solution unique. (1.138)
2. Montrer que pour tout |g| < &g
£
|luf —u®| < el “i”. (1.139)
g0 — le| «

3. Caractériser la limite de u® lorsque ¢ — 0.
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Exercice 1.16. (Problémes sensitifs). Soit V' un espace de Hilbert réel et a : V xV — R
une forme bilinéaire continue ( ®) sur V' x V et b une forme bilinéaire et continue sur V' x V.
On se donne L : V — R une forme linéaire et continue sur V. On considére le probléme
suivant :

Trouver u. € V' tel que
(1.140)
ac(uz,v) = L(v), YveV
avec
a:(ue,v) = a(ue,v) +e%b(us,v), 0<e<< 1.
On suppose maintenant que le probléme (1.140) s’écrit sous la forme :
Auf + *Buf = F dans V. (1.141)

avec A € L(V, V') un opérateur injectif.
(Au,v) = a(u,v),Yu,v €V,
(Bu,v) = b(u,v),Vu,v e V.
Soit I'espace V4 la complétion de V' par rapport & la norme :
[v]la = [ Av]lv-.

1. Montrer que I'image de V' par A, notée R(A) est dense dans V'.
En admettant que l'opérateur A s’étend a un isomorphisme de V), sur V. Cette
extension est unique et on la note aussi par A.

2. Montrer que si
F e V' alors u® — u fortement dans Vj

ot u¥ est la solution du probléme :

Au=F (1.142)

6. Attention! a n’est pas coercive sur V
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Exercice 1.17. (Méthode de correcteur). Soit V' un espace de Hilbert sur R. On se donne
des formes a(u,v) et b(u,v) bilinéaires, continues et symétriques sur V', et soit F' € V'
On suppose que | - |;,7 = 1,2 deux semi-normes continues sur V telles que :

a(v,v) > alol}, a>0, et blv,v)>pPl3 >0 (1.143)

| |1+ |2 est une norme équivalente al| - ||y . (1.144)

On suppose de plus qu’il existe un sous-espace Vo C V, avec Vj # {0} tel que :
a(v,v) =0, Yvely, (1.145)
et que si v — Ly(v) est une forme linéaire continue sur V' nulle sur V; alors
Ju € V telle que a(u,v) = Ly(v), YveV. (1.146)

Soit u° est I'unique solution du probléme variationnel suivant :

trouver u® € V tel que
(1.147)
a(u®,v) +eb(u®,v) = F(v),Yv € V
On postule un développement asymptotique de u® :
uf () = e tu_y +up(x) + eur(z) + ... (1.148)

1. Montrer que 'identification formelle des puissance conduit aux formules suivantes :

a(u’,v) = (f,v) —blut,v),YweV,u’ eV L 149
b(uo,v) =0, Yo eV (1.149)
a(u,v) = (f,v) = bW ), YoeV,u €V
L (!, v) =0, Vv € Vo
2. Montrer que les formules précédentes définissent u* de maniére unique.
3. Montrer que :
. — <E g 4 ey o ejuj) | < Ot (1.150)
€
ou C' désigne une constante indépendant de €.
Exercice 1.18. (Probléme de couche mince)
On considére le probléme suivant
—Aus = f dans €5
—Auj = f dans (1.151)

—eAuf = f dans w*®
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avec les conditions aux limites et de transmission suivantes :

;

uj = u° sur 'y

us = u’ sur I’y
ouj ou®

_ r (1.152)

9, £ aaxl sur ['y
ous ou®

= Ie

| 9z, € a@xl sur I']

ou f(z) est une fonction donnée, indépendante de ¢ et w® désigne le domaine d’épaisseur
eh compris entre I'y et 5.

X

FIGURE 1.3 —

1. Introduire la variable dilatée y; = x;/e dans la couche et écrire le développement
correspondant ainsi que les développements extérieurs dans €2 et {2s.

2. Ecrire I'équation et les conditions aux limites satisfaites par les termes dominants
v (y1, z2), ud(xy,22), ud(xy,x2) de chacun de ces développements.

3. On notera que I'; est fixe et I'; converge vers I'y lorsque ¢ \, 0. En accord avec
la théorie,le développement asymptoique dans €25 qui dépend de ¢, seront définis
pour x; > 0.

a. Montrer que les fonctions u{ et u3 sont solutions d’un probléme bien posé dans
le cadre du théoréme de lax-Milgram.

b. On introduira l'espace V' des fonctions discontinues

0
0 uy dans {2y
o) = 1.153
W, 22) {u(l) dans 24 ( )

défini par

V={v=(v,v)| vi€ H(Y), v H(Q), vp=0sur X, k=12}
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4. Reprendre les questions 1 et 2 dans le cas du probléme suivant.

ou

les coefficients afj et b;; étant constants, et aux conditions aux limites

Trouver u° satisfaisant a

dans €2
aij(z) ={ a}; dans O

eb;; dans ew.

[u] =0 sur zy = 0,2, =¢h

, ou® ! ou® r
a;; =¢ bjj=—sur I}
K ax]’ K 8.17]'
5 Ou® ou® .
a;; =€ bjj—sur I'j
al’j 8.1']‘

(1.154)

(1.155)

ou [uf] représente la différence des valeurs prises par u® de part et d’autre de la

frontiére.

5. On considére a présent une variante du cas précédent qui consiste a supprimer la
région €25 en imposant sur I'; la condition de Dirichlet u* = 0.

a. Etudier le probléme correspondant et motrer que le premier terme du dévelop-
pement asymptotique de u{ satisfait sur I" & une condition de type fourier de

la chaleur .
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CHAPITRE 2

METHODE DE PENALISATION

2.1 PRINCIPE DE LA METHODE

La modélisation mathématique des phénomeénes physiques conduit dans certains cas
a des modéles avec des " contraintes " qui peuvent étre trés difficiles voire impossibles a
programmer numériquement. La méthode de pénalisation a été tres utilisée pour éviter
cette difficulté a cause de sa simplicité conceptuelle et le fait qu’elle est facile a implé-
mentée. Pour plus de détails voir Maury |[?].
Le principe général de la méthode est le suivant :
Etant donné une fonctionnelle J sur un espace de Hilbert H et soit IO C H un sous-espace.
Alors minimiser J sur K est équivalent & minimiser J + [ sur H avec

I 0 sizek 2.1)
T 4o sizé K. '
Supposons maintenant que :
K={veH | ¥w)=0}, (¥=>0). (2.2)

La méthode de pénalisation consiste & considérer la fonctionnelle relaxée :

1\
Jo=J+—, >0
3
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Nous considérons le probléme :

( Trouver u € K tel que (2.3)
J(u) < J(v), YvekK '
et le probléme pénalisé :
. Trouver u. € H tel que
(P°) (2.4)
J-(ue) < J(v), YveH
Pour toute la suite, nous supposons que :
H et A deux espaces de Hilbert, o € H’ )
a(-,+) une forme bilinéaire continue et coercive sur H.
b(-,-) une forme bilinéaire symétrique continue et non négative sur H.
K={veH | buvov)=0}={veH | Bv=0},BeL(HA) (25)
2.5

K un sous-espace vectoriel fermé de H

1
J(v) = 5@(1},1}) —(p,v), u=arg m}cin J

1 1 .
Je(v) = Ea(v, v) + 2—€b(v,v) —(p,v), u.=arg min Je
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Proposition 2.1.1. Les problémes de minimisation (2.3) et (2.4) sont équivalents
aux problémes variationnels suivants :

trouver u € K tel que (2.6)
a(u,v) = (p,v), Yvelk. '
et
trouver u® € H tel que
b(u®,v) (2.7)

a(u®,v) + = (p,v), YveH.

Donc si les hypothéses (2.5) sont vérifiées, alors le théoréme de Lax-Milgram assure I’exis-
tence et l'unicité d’'une solution au problémes (2.3) et (2.4).

La proposition suivante est a la fois élémentaire et essentielle & la compréhension des
différentes formulations qui peuvent étres se présentées.

Proposition 2.1.2. Nous avons
afu,v) = (p,0) = (E,0), Vo€, (2.8)

ou £ € (K*)', avec

Kr={yeH, (¥uv)=0 Wwek},

Démonstration. .
Nous avons a(-,v) et ¢ deux formes linéaires continues sur H, i.e., a(-,v),p € H'. Nous
observons que pour tout v € K on a a(u,v) — (@, v) = 0 donc (a(u,-) —{(p,-)) € (K+) O

Remarque 2.1.1. La forme linéaire ¢ aura en général une signification physique
claire dans les applications (voir Maury |?| pour des exemples concrets). Cette forme
linéaire ¢ est unique. On distinguera bien ce fait de 1’éventuelle unicité de ce que
nous appelons un multiplicateur de Lagrange. La non unicité de ce multiplicateur de
Lagrange tient au fait que nous chercherons a écrire ¢ sous la forme B*\, ou B est un
opérateur pas toujours surjectif ni méme a image dense (de telle sorte que B peut ne
pas étre injectif).
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Théoréme 2.1.1. On se place dans le cadre des hypothéses (2.5). On suppose de
plus que B est a image fermée dans A. Alors il existe A € A tel que (u,\) € £ x A
soit solution de

Au+ B* A=

c’est a dire

a(u,v) + (X, Bv) = (p,v), YveH. (2.9)

Démonstration. On pose & = ¢ — Au alors il est claire que € € K. Si B est a image
fermée dans A, alors Kt = (kerB)* = Im(B*), (voir Brézis [?] p.28 ou Annexe B de ce
polycopié ). Par conséquent, il existe A € ImB* tel que

=B\ <= B'A=p—Au < Au+ B*)\ = p.

Proposition 2.1.3. Si les hypothéses (2.5) sont vérifiées. Alors la solution u® du
probléme (2.4) converge fortement vers la solution u du probléme (2.3).

Démonstration. Premiérement, nous démontrons que : |u°| est uniformément borné.
On utilise le fait que le probléme pénalisé est équivalent au probléme variationnel suivant :

Trouver u® € H tel que
1 (2.10)
a(u,v) + gb(ue,v) =(p,v), YveH

Alors, pour v = u® dans (2.10) et on utilise le fait que, a(-,-) est coercive et ¢ € H' on
obtient :
1
alu]? < a(uf,uf) + =b(u,uf) = (p,u) < [l uf]
€

- |u8] < ||90H7-L’
J— a .

Donc Ju* € H telle que u® — u* (convergence faible voir Annexe A.3)

J(u®) < J.(u), (Je=J+2>0)
< Jo(u), (u® = arg m%i[n Je)
= J(u), (b(u,u) = 0,u € K)
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donc
J(u®) < J(u) (2.11)

Mais, puisque J est continue

lim inf J(u®) < J(u). (2.12)

et puisque, J est convexe (Exercice 2.2) et continue donc elle est faiblement semi-continue
inférieurement (voir Brézis |?] p.38) ; i.e., si u® — u* alors

lim inf J(u®) > J(u"). (2.13)

(2.12) et (2.13) donnent
J(u*) < J(u). (2.14)
Pour démontrer que u* = w il suffit de prouver que u* € K. En effet, on a déja vu que

J-(u®) < J(u).

Alors,
b € €
bw’, w’) < Cte = b(u®,u’) — 0, lorsque £ — 0.
5

La forme b est symétrique positive et continue, alors,

b(u® —u*,u® —u*) >0 (2.15)
= b(u®, u®) > 2b(u®,u*) — b(u*, u") (2.16)
= b(u*,u*) < 1 im b(u u)=0=u" e k. (2.17)

Alors, (2.14) implique que u = u*.
Nous montrons maintenant que la convergence est forte, i.e.,

lim [u° —u] =0 < lim a(v® — u,u® —u) =0,
e—0 e—0
puisque on a démontrer que u® — wu il suffit de démontrer que :
lim a(u®, u®) = a(u,u).
e—0
Nous rappelons qu'une suite k. & valeurs dans R converge si et seulement si
liminf k. = limsup k., qui est alors la limite.
On a la forme F'(v) = a(v,v) est convexe et continue, et par conséquent (faiblement s.c.i)

a(u,uw) < liminf a(u®, u®) (2.18)

et on aussi,

a(u,u) — (@, u) (2.19)

N | —

1
§a(uavua) - <907 u6> <
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par conséquent,
limsup a(u®, u®) < a(u, u) (2.20)
Donc d’apres (2.18) et (2.20) on
limsup a(u®, v°) < liminf a(u®, u®).

donc
lim sup a(u®, v°) = liminf a(u®, v¥) = a(u, u),

puisque on a toujours liminf < limsup. O

Remarque 2.1.2. La Proposition (2.1.3) affirme que u® converge fortement vers u,
mais elle ne donne aucune information sur l'ordre de convergence.

On introduit £ € ‘H' comme 'unique fonctionnelle qui satisfait :

a(u,v) + (&, v) = (p,v), Vv eH. (2.21)

Proposition 2.1.4. Soit £ € H' définit par :

b(us,v) .

veH— (E5,v) = .

Alors, & converge fortement dans H’ vers £, au moins, de méme ordre de la conver-
gence de u® vers u.

Démonstration. Le probleme pénalisé est équivalent au probléme variationnel suivant :

Trouver u® € H tel que

2.22
a(u,v) + éb(ue,v) ={(p,v), YveH (2.22)
donc Vv € H
a(u,v) + (&, v) = (¢, v), 2.23)
a(u,v) + (€5, v) = (p, ) 2.24)
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Ceci implique que :

(€ =& v) = a(u” —u,v).

Nous avons :

<5€ - 57 v
& = el = supl& =&Y
vEH H'U”H
Par conséquent,
alu® —u| < ||€° = €|l < Clu® — ul. (2.25)

Proposition 2.1.5. Supposons que les hypothéses (2.5) sont satisfaites, de plus on
suppose qu’il existe £ € H tel que

b(E, v) = ({,v), pour tout v € H. (2.26)

Alors,
|u® —u| = O(e). (2.27)

Démonstration. Notons dans un premier temps qu’il est licite de prendre & dans K+
(sinon, on le remplace par sa projection sur K*). On introduit maintenant la nouvelle
fonctionnelle

Rs(v):%a(u—v,u—v)+2i (e€ —v,e€ — )
1 £~ ~ -
= olu.0) + GUEQ) + Jalv0) + o 00-0) —alu) ~ W)
Je (v)

Puisque, .
b(&)”) = <£7U> ) et a(uv U) + <§7U> = <907 U>

et par suite R. est égal & J. plus une quantité qui ne dépend pas de v, et par conséquent,
minimiser J. est équivalent a minimiser Rj.
On introduit maintenant 1’élément w = £ + u. On a

2

R.(w) = %a(é, £)4+0, caruek

et ainsi

|R.(w)| < Cte &2
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Comme u° minimise R, alors on a

1 1 - -
0 < R.(uf) = §a(u —u,u—u) + 2—6(55 —uf, e —u)
5
< |R.(w)| < Cte 2
= a(u—u,u—u’) < Cte &
dont on déduit, d’apres la coercivité de a(, ), la majoration de I'erreur en O(g). ]

Le corollaire suivant montre qu’on peut obtenir ’estimation de la proposition 2.1 avec
une condition strictement plus faible.

Corollaire 2.1.1. Supposons que les hypothéses (2.5) sont satisfaites, de plus on
suppose qu’il existe un opérateur B linéaire et continu de ‘H dans un espace de Hilbert
A a image fermée, notée Im(B), tel que

b(w,v) = (Bw, Bv), pour tout w,v € H. (2.28)

Alors
|u® —u| = O(e). (2.29)

La démonstration du corollaire 2.1 fait appel au théoréme du Banach de I'application
fermée (voir Annexe C de ce polycopié)

Démonstration. Nous avons déja prouver que (Au — ) € H' et elle s’annule sur K.
Donc, pour pouvoir appliquer la proposition 2.1 il suffit de démontrer que toute forme
linéaire continue sur H qui s’annule sur K peut étre identifier & un élément de H a travers
la forme b. Autrement dit,

VE e H  (€,v) = 0,0 € K= 3¢ € H tel que b(€,v) = (£,v),Yv € K+ (2.30)

On introduit Popérateur T : H — (K1)’ qui a chaque £ € H associe la forme linéaire &
définie par la relation

b(E,v) = (£,0) = <T§,v> Vo e K

Alors, on a
T* T b Bv, B Buw|?
|T*(w)| — supﬂ _ Sup< U7w> = sup (an) — sup( U, U)) > | w| > CY|’(U|
w0 [U] w0 [v] o0 |Vl w0 |Vl |wl
Par conséquent, 'opérateur T est surjectif. n
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Remarque 2.1.3. L’hypotheése " 'opérateur B est a image fermée " est une condition
suffisante mais elle est loin d’étre nécessaire. En effet ’exemple suivant montre qu’on

peut avoir une estimation d’erreur O(e) avec "B" n’est pas & image fermée (voir
Exercice 2.5 ou [?]).

2.2 EXEMPLES D’APPLICATION

Exemple 2.2.1. On suppose que €2 C RY un ouvert borné régulier (1), et f € L?(Q) tel
que la solution du probléme de Dirichlet a la régularité H? et on considére le probléme
qui consiste a :

Chercher u € K = Hj () tel que
(P) (2.31)
J(u) < Jw), Yvek
avec |
J(v) = —/ |Vv|*de — / fudz
2 Ja Q
et le probléme pénalisé :
_. | Chercher u. € H = H'(Q) tel que
(P°) (2.32)
Jo(ue) < Jo(v), YveH
avec ) )
= —/ |Vl dx + —/ v?ds — / fudx
o0 Q
Toutes les hypothése (2.5) sont satisfaites. De plus on a
/Vqudx— / fodr = —vds Vv e H'. (2.33)
a0 0

Puisque v fag 3 T ds est une forme linéaire et continue sur H 1(Q), donc il existe
n

&€ (HY(Q)) tel que :

%vds, Yo e HY,
Ow 3n

<£7 U> =
. 2 du 1/2 o 1
et puisque u € H* alors a—!ag € H'2(0Q). L'opérateur de trace vy de H'(f2) dans
n
~ ~ 0
H'Y2(08) est surjectif donc il existe £ € H'(Q) telle que &|pq = 8—u, et par conséquent
n

b(E,v) = , %vds = (¢&v) Yoe H

1. Par exemple de classe C?
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des traces de fonctions de H' n’est pas fermé dans L?(09).

HY?,

Remarque 2.2.1. Le corollaire qui précede est strictement plus faible que le résultat
général de convergence a l'ordre 1. L’exemple précédent montre que |u® — u| =0(¢)
alors que la forme b(,) ne vérifie pas la condition du corollaire 2.1, car 1'espace H'/?

En effet, il suffit de

considérer une suite de fonctions Lipschiziennes converge (dans L?) vers une fonction
discontinue, Heaviside, par exemple, cette derniére fonction (limite) n’est pas dans

Exemple 2.2.2. Soit

H={ve H'(I)] v(-1)=0}, et K={veH] =00p. pdans|[-1,0]}

On introduit la forme bilinéaire

1 1 1 0
a:(u,v) = a(u,v) + =b(u,v) = / u'v'dr + —/
€ _1 eJ
et la forme linéaire
F(v) = (6,v) = v(0).
alors u® est I'unique solution du probléme variationnel suivant :
trouver u® € H tel que

a.(uf,v) = F(v),Yv € H

u'v'dz (2.34)

(2.35)

(2.36)

Toutes les hypotheése (2.5) sont satisfaites. De plus, on a la forme b s’écrit sous la forme :

b(v,w) = (Bv, Bw), avec Bv=1v';siz€[0,1], Bv=0size€[-1,0]

A= {veL0,1[}

Pour démontrer que |u® —u| =0(¢) il suffit de démontrer que R(B) est fermé dans A (voir

corollaire 2.1).
On postule un développement asymptotique de u® :

ut(x) = up(x) + eug(z) + ......
L’identification formelle des puissance de € conduit & :

b(ug,v) =0 Yv e H,
a(ug,v) + b(uy,v) = (f,v) Vv e H,

a(uj,v) +bluj_1,v) =0 YveH,j=1,2, ...
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Pour que (2.38) ait lieu, il faut et il suffit que
Uy € K.
Par restriction de (2.39), (2.42) a KC, on obtient :

a(ug,v) = (f,v) Yv ek (2.43)
: (2.44)
a(uj,v) =0 Yoe K j=1,.. (2.45)
Alors on a l’estimation d’erreur suivante :
Théoréme 2.2.1. La fonction u. est la solution de( 1.147). Les élément uy, ..., u;,
sont calcules a partir des formules (2.38) (2.39) (2.42). Alors
Jue — (wo + cus + ... + luy) || < Ce/™ (2.46)
ou (' désigne une constante indépendant de .
Démonstration. Posons
Uu_ , ,
Pe = T1+U0+...+€]Uj, et ¢g :QOg—FEJ—HUj_H,
a:(u,v) = a(u,v) + & *b(u,v) et w.=u.— ¢
On a
a8(¢5a U) = (f? U) + 5j+2a(uj+17 U)v
ac(ue,v) = (f,v)
et par conséquent : .
a.(w.,v) = —eP2a(ujyy,v) Yo eH (2.47)
Faisant v = w, dans (2.39), on déduit que
|w€|§{1(1) + 5_1|w5|?{1(_170) < C€j+2|w5|H1(1). (248)
donc( 2.48) entraine ‘
lwe|1,r < C€?
et par conséquent ‘ ‘ ‘
lue = el + [lwe + /| < O
]

2.3 EXERCICES

o1



Exercice 2.1. (pénalisation et blockage membranaire).
Soit © =]0, 1[x]0, 1] et soit K I'espace défini par

v v
— . 1 — _ _ =
K= {v,v eH (Q),v(x1,0) =0, o + a5 0} (2.49)

oll a > 0 est une constante donnée 2.
Soit f € L? (2) une fonction donnée, on se propose de résouder le probléme suivant :

Trouver u € K telle que

(2.50)
/Vu Voudx = / fvdx Vv e K.
Q Q
1. Vérifier que les hypotheses de Lax-Miligram sont satisfaites.
2. Soit V l'espace
V={wweH (Q),w(z:,0) =0}
On désigne par u, ¢ positif fixé, la solution du probléme pénelisé
Trouver u® € V tel que
1 (2.51)
a(u®,w) + gb(us,w) =(f,w), YweV
ou
ou® ou® ow ow
b (u’ = dz. 2.52
(u ’w) /Q (81’1 +aa$2) (8.%1 +a0w2) * ( )
a(u,w) = / Vu® Vw dx (2.53)
Q

et € est petit paramétre destiné a tender vers zéro.

a. Montrer que, dans une certaine topologie que 1’on précisera, u° — wu solution
du probléme (2.50).

3. Dans le but de calculer numériquement la solution de (2.51), on introduit un espace
d’éléments finis de la fagon suivante (approximation ;) : On divise le domaine 2 en
2/h? triangles, V}, est 'espace des fonctions v affines sur chaque triangle, continues
sur les arétes communes et qui satisfont a la condition

v (z,0) =0 (2.54)

Ces fonctions peuvent étre définies par leurs valeurs aux naeuds du maillage, autres
)
que ceux qui se trouvent sur l'axe des z, L’espace V}, est alors de dimension

1 1_*_1
h h

En accord avec les méthodes classiques on fait I’approximation d’ordre A en rem-
placant ’espace V par l’espace Vj, et on cherche " € Vj, solution de

1
a(uEh,v) + gb(UEh,U) = (f,v)20) YV E V,

2. La condition (%Jl + aaa,—;’z = 0 est imposée sur tout le domaine (2 et constitue une contrainte
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h

a. Montrer que si h est fixé et € \ 0 alors u*" converge vers u" € K NV}, solution

unique de

a( u",v) = (f,v)LQ(Q) YVoeKn V,

b. Montrer que KNV}, = {0}. Conséquence ?

h

c. Peut-on prendre u®" avec € et h petits comme approximation de u*?

Exercice 2.2. (Caractérisation de fonction convexe). Soit a une forme bilinéaire symeé-
trique continue sur V' x V et L une forme linéaire continue sur V. On pose

ﬂ@:%dum—L@)

1. Montrer que J est dérivable sur V' et que
<J/(U)7 w> - CL(?}, ’LU) - L(UJ)

pour tous v,w € V.
2. Supposons maintenant de plus, que a est coercive sur V.
a. Montrer que :
(J'(v) = J'(w),v —w) >0, (2.55)
b. Montrer que J est convexe.

Exercice 2.3. Soit I =]0,1[, H = H'(I) et on considére le probléme qui consiste a
minimiser la fonctionnelle :

1 1
ﬂmzézhmm

sur ’espace
K={veH | v=0p.pdans]0,1/2[},

i.e., on considére le probléme :

Trouver u € K tel que
(P) (2.56)
J(u) < Jw), Yvek
1. Vérifier que la fonction :
u(z) = max(0,2x — 1) (2.57)
est la solution du probléme (2.56)
2. On considére le probléme pénalisé qui consiste & minimiser la fonctionnelle :
1 1 1 12
J.(v) = 5/0 v Pdx + 2—6/0 lv|*dx
Trouver u® € H tel que
Pe 2.58
(P9 {Jg(ue) < J.(v), YweH (2:58)
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3. Vérifier que la fonction :

u(z) =

avec k°(z) = (Sh <%> i %Ch <%>

4. Montrer que
luf — u| = O(e/4).

k(x) sh (\i[) , sizel0,1/2]

sixe[1/2,1]

€
-1
) est la solution du probléme (2.58).

(2.59)

5. Expliquer pour quelle raison on ne peut pas avoir ’estimation de la proposition

2.1.

Exercice 2.4. Supposons que les hypothéses (2.5) sont satisfaites, de plus on suppose
qu’il existe un opérateur B linéaire et continu de H dans un espace de Hilbert A & image

fermée, notée R(B), tel que
b(u,v) = (Bu, Bv), pour tout v € H.

1. Montrer que :
|u® —u| = O(e).

2. Supposons maintenant, qu’il exist A € A tel que

a(u,v) + (A, Bv) = (p,v), YveH.

Montrer que la solution est unique dans B(H).
3. On introduit maintenant A* € A définit par :
_ Buf
-—

)\8

Montrer que :
IA* = Al = O(e).

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

Exercice 2.5. Soit {2 un domaine borné de R",n = 2,3. On suppose que soit €2 est
convexe ou 0f) est suffisamment réguliere. Soit f € L*(Q2), g € H*(Q2). On considére le

probléme aux limites suivant :

—Au+u=f dans(
(P) _
u=g sur Jf)

et on consideére le probléme pénalisé suivant :

—Au*+u*=f dans 2
(P°) § ous

+et(uf—g)=0 sur 99

o4

(2.64)

(2.65)



. Ecrire le probléme variationnel correspondant a (2.64) est montrer qu’il est bien
posé.

. Ecrire le probléme variationnel correspondant & (2.65) sous la forme :

{ trouver u* € H'() tel que (2.66)

a(uf,v) + e b(uf,v) = (f,v), Yove HY(Q).

est montrer qu’il est bien posé.

. Soit B 'opérateur tel que
b(w,v) = (Bw, Bv), Yw,v

Montrer que B n’est pas a image fermée.

. Montrer que
|u® —ul[r2@) < C e

ou C' est une constante indépendante de ¢.
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CHAPITRE 3

REDUCTION DE DIMENSION

3.1 INTRODUCTION
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3.2 LE PROBLEME DE POISSON DANS UN RECTANGLE MINCE

On considére le rectangle mince :
QF =] — 1,1[x] — g, ¢]
La frontiére 092° = ~5 U ~1, ol

Yo ={-11}x]—¢c,e[, et Af={—ce}x]—11]

vy
19
— 4
70 70
—&
T

Nous considérons le probléme qui consiste & déterminer u® € H'(2°) qui satisfie (au
sense faible)

—Auf = f° dans Q°
u*=0 surng (3.1)
Opu® = ¢° sur
ou f€:Q° > Ret g°:v; = R

Pour determiner un développement asymptotique de u°, la premiére étape consiste a se
ramener le probléme a un probléme posé sur un domain indépendant de ¢,

Q=] -1,1[x] - 1,1].

Pour ceci, on introduit le changement de variables suivant :

z = (x1,29) = (25, =) :=2° (3.2)

Dans le domain 2 on définit,

u(e)(z) = w(z%), fla)=f(2%), etg(zx)=e"g°(z%) (3.3)
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A’ l’aide de ces changement de variables (3.2) et d’inconnus (3.3) le probléme (3.1) se
transforme au probléme suivant :

—(? 4+ 7202 u(e) = f  dans Q
u(e) =0  sur (3.4)

Ohu(e) =e%g  sur

Pour simplicité, on suppose que f et g sont indépendantes de €.
On postule le développement asymptotique :

u(e) = u® 4 2u® 4 @
Par substitution formelle dans (3.4), on trouve :
—e 20209 — (920 + 92u?) — 2(Pu? + BRuW) — ... =f dans Q (3.5)
0, + 20,u® + '0,u + ... =% sur v
en identifiant les puissances de ¢ cela exige,
—2u® =0 (3.7)
—03u® = f + 0%
o2 g2 > 1
avec les conditions aux limites :
0,u®® = 6,19, pour tout k € N (3.10)

Les équations (3.7-3.8-3.9,3.10) définissent une série de problémes de Neumann sur
I'intervalle 5 € (—1,1) paramétrisés par x; € (—1,1). Si les données sont compatibles,
alors la solution s’écrit sous la forme :

u® (z) = a®(2) + €@ (), pour ke N (3.11)
avec

1
/ ’INL(Qk) (.I'l, Zl’)g) dﬂfz =0 (312)

1

qui détermine @(**) de facon unique, mais les £2*) sont des fonction arbitraire de x;. Les
conditions de Dirichlet, exigent naturellement, que u®**) = 0 sur ~,. Ceci est équivalent,

(1) = €PN (1) = 0 (3.13)
4 =0 sur (3.14)
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Remarque 3.2.1. Dans le cas général, la condition (3.13) peut étre imposée, mais
pas la condition (3.14).

Maintenant, nous verrons que #@*) et £2*) peut etre déterminer de facon unique en uti-
lisant les équations précédentes. En effet, de (3.7) et (3.10) en déduit que @®) = 0. La
compatibilié¢ de (3.8) et (3.10) s’écrit :

1
/ (f + 02u9) dxy — g(x1,1) + g(21,—1) =0 (3.15)
-1
En utilise le fait que @® = 0, on trouve
I 1) — ~1
—1

On note que 9, = 0, sur 7] et 9, = —d, sur v; . L’équation (3.16) et (3.13) nous permet
de déterminer £° et donc u(?). La condition de compatibilité (3.15) plus les équations (3.8-
3.10) nous permet de déterminer u?). Ensuite le probléme de Neumann (3.9-3.10) admet
une solution pour & > 1 si et seulement si 92¢%~2 = 0. Mais d’aprés (3.13) cela signifie
que £2*72 = 0 pour k > 1 et donc @?* est déterminée par (3.9-3.10) . On Note que

uWO =0 et w® =g pour k>1

Nous observons que u®) satisfait les conditions de Dirichlet sur le bord &, puisque @° = 0
mais cela n’est pas vrai pour les autres terms u®*), k > 1. Alors on introduit un correcteur
sur le bord U_

U_=eU® +UW + ...
ou

(0 +e7203)U_ = 0 dans QF

3.17
O,U_ =0 sur v (3:17)
Observons que si on effectue le changement de variable

. 1+l’1
N e

p_
on obtient I’équation indépendante de e suivante :
(02 +05)U=0

cela nous permet de chercher U_ sur le domaine semi-infini ¥ = R* x (=1,1) et les
conditions de Neumann s'imposent donc sur ¥4 = Rt x {—1,1}.

Pour k € N* on définit U*" par :

AU =0  dans &
0,UM =0 sur T (3.18)
US%)(O,:BQ) =u®)(—1,25) sizye(—-1,1)
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1—2z
€

L et on définit U, comme solution de

De fagon similaire, on pose p_ =

AUfk) =0 dansX
8,0 =0 sur oy 319
UM (0,22) = u®(1,25)  siay € (~1,1)

E(E € e —1,¢ 2k —1 ¢ 2k 1 ¢
() ~ 0af) + ) el (a5, 67 a5) = > (U (oo, e a) + UL (py, 27 a5))
k=1 k=1
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3.3 ESTIMATION D’ERREUR

N N
eny = u(2°) — £2(a5) + Za%u(%) — Zezk(Uﬁ%) +UPM)
k=1 k=1
Théoréme 3.3.1.
ez @) < Ce?Nt3/2 (3.20)
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Exemple 3.3.1. On considére sur Q° = (—1,1) x (—¢,¢) le probléme suivant :
—Au® = f dans QF°
u®=0 sur~; (3.21)
Ohu® =g sur v,

avec .
fla,y)=4-20"+y%), et g(z,y)=—2y(l —2?)

1 ! g(xlvl)_g(xla_]-) 4
z d =
2/_1f T2t 2 3

donc

Alor, d’apreés (3.16), le probléme limite s’écrit :

—&" (1)
£(=1)

g, xr1 € (-1,1)
§(1) =0

(3.22)

donc

() = 21— )
f+0% =20+ +8/3

—2u® = f+0%¢  dans Q
o,u?® = g sur i

1
/ U(Q) de‘Q =0
-1
4 4 )

T
U(Q) (1:1,x2) = 01(131) + 02.772 + €2 + (13% — —)I2

1 -1 4 1
/ U(Q) d:)jg — O — Cl(l‘l) = — (1’% — _) _

(3.23)

1 3

donc @) :c§ o 4.5 1,5, 4 1
u (551,5762):Cz$2+g+($1——)932——(5”1——)__

2 4
Dy (21,1) = Cy + 3+ 2(2? — 3) = 21> =2 = Cy, =0
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3.4 LES SYSTEME DE L’ELASTICITE DANS UN RECTANGLE MINCE

Dans cette section on considére le probleme de 1’élasticité linéaire sur le domaine :
Q=(0,1) x (—t/2,t/2)
out € (0,1) est un petit parameétre. On impose les conditions de Dirichlet sur :
I'p =40} x (—t/2,t/2)
Soit V' I'espace fonctionnel

V ={ve[H(Q)*v=0surI'p}
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3.5 SYSTEME DE TIMOSHENKO

Le cas encastré,

—0" —t*(w' — 0) =0
2w’ — 6) —f} p.p dans €
0(0) =w(0) =0
w(L)=6(L)=0

Pour les conditions mixtes Dirichlet-Neumann

0" — 172w — ) =0
2w —0) — A=

N> 0 a.e in 2
Mw—=1)=0
0(0) =w(0)=0
{w’(L) —60(L)=0'(L)=0
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CHAPITRE 4

INTRODUCTION A L’'HOMOGENEISATION
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ANNEXE A

METHODE DE LA VARIATION DES
CONSTANTES

Soit I’équation différentielle linéaire non homogéne suivante :

v+ pi(2)y" Y 4+ 4 pa(a)y = f(2) (A1)

la solution générale de I'équation (A.1) s’écrit sous la forme :
Y=Y+ Yp (A.2)
Si on connait un systéme fondamentale de solutions y1, 9o, ....., ¥, de I’équation homogéne

correspondante & (A.1), alors la solution générale de ’équation non homogeéne (A.1) peut
étre cherchée sous la forme :

y = Ci(z)yr + Co(@)yz2 + - - - + Co(@)n, (A.3)
ou les coefficients C;(z),7 = 1,- - -,n sont définies par le systéme d’équations suivant :
( Cl(@)yr + Co(z)ya + -+ - + Cp @)y, = 0
Crz)y + Co(2)yy + - -+ Cr(x)y, = 0

(A.4)




A.1 DIFFERENTES FORMES DE LA SOLUTION PARTICULIERE

Soit I’équation linéaire homogéne du second ordre
y'+py +qy=0 (A.5)

ou p et g sont des constantes réelles. Pour trouver la solution générale de (A.5) il suffit
de résoudre ’équation caractéristique :

k*+pk+q=0 (A.6)

L’équation caractéristique (A.6) a comme racines :

2 2
P p p p
1 2+\/4 q et k2 9 1 1

Alors les trois cas suivants peuvent se présenter :

1. ki et ko deux réels distincts (k1 # ko). Alors les solutions particuliéres de (A.5)

sont
Y = eklz et Yo = ekgz

2. ky et ko deux nombres complexes (k1 = a+1i 5 et ko = a—i ). Alors les solutions
particuliéres de (A.5) sont

y1 = e* cos(fx) +ie*sin(fr) et y, = e cos(fr) — e sin(fx)

3. ki = ko (i.e équation (A.6) admet une racine double). Alors les solutions particu-
lieres de (A.5) sont

Y= €Mt ety = zef
Soit maintenant I’équation linéaire non homogéne du second ordre

Y +py +qy = f(x)e™” (A7)
Alors les trois cas suivants peuvent se présenter :

1. « n’est pas une racine de I'équation (A.6) (i.e a® + pa + ¢ # 0). Alors la solution
particuliére de (A.7) prend la forme :

W @
"o’ +patq

2. « est une racine simple de 1’équation (A.6) (i.e o + pa + ¢ = 0). Alors la solution
particuliére de (A.7) prend la forme :

(ax +b) f(x)e™
20+ p

Yp =
3. «a est une racine double de I'équation (A.6) (i.e a® + pa + ¢ # 0). Alors la solution
particuliére de (A.7) prend la forme :

(axz® + bx + ) f(x)e™®
a

Yp =
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ANNEXE B

FONCTIONS S.C.I ET CONVEXITE

B.1 FONCTION SEMI-CONTINUE INFERIEUREMENT

Définition B.1.1. Soit £ un espace topologique. Une fonction f : E —] — 0o, +00]
est dite semi continue inférieurement si pour tour réel a, ’ensemble

Ey={reE| f(z) <a}

est fermé.

Comme propriété élémentaire des fonctions s.c.i, on peut démontrer que :
» si f est s.c.ialors pour tout © € E et pour tout € > 0 il existe un voisinage V' de x tel
que :

fly) = f(x) —e

Il résulte en particulier que si z,, converge vers x, et f est semi continue inférieurement

alors
liminf f(z,) > f(x) (B.1)

ou

liminf f(z,) = lim [ inf )f(y)}

r—0 yeB($n 5T
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B.2 FONCTIONS CONVEXES

Définition B.2.1. Une fonction f : E —] — 00, 400] est dite convexe si :

fltx+ (1 —=t)y) <tf(x)+(1—1t)f(y), Vte(0,1), Vx,yeFE

Définition B.2.2. Soit X un espace topologique, {x,}, une suite de X. On dit que
x, converge faiblement vers la limite x et on note x,, — x si

lim F(z,) = F(z),VF € X'

n—oo

Théoréme B.2.1. (Brézis [?, p.38|) Soit E un espace topologique. Une fonction
f: E —] — oo, +00] convexe et s.c.i et z,, = z. Alors

f(x) < liminf f(2,)
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ANNEXE C

THEOREME DE BANACH DE
I’APPLICATION FERMEE

Le théoréme de Banach de 'application fermée joue un réle trés important pour les
problémes de type point-selle pour plus de détails (voir Ern-Guremand [?])

Lemme C.0.1. Soit B € L(H, A). Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) Im(B) est fermé.
(ii) I existe o > 0, tel que :

Vw € Im(B),3v, € H, Bu, =w, | Buy|a > of|ve|ln (C.1)

Lemme C.0.2. Soit B € L(H,A). Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) B : H — A est surjectif.

(ii) B* : A" — H’ est injectif et ImB* est fermé dans A.

(iii) II existe o > 0, tel que :

Yw € A,, HB*U)HA/ Z @HwHH/ (CQ)
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