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Examen .

Soit 2 un ouvert borné de R? de frontiére I' = 9. Soient f € L2(Q) et ¢ € HI(Q)NC(Q).
Vi=H;(Q)={ve H(Q) | v=0sur '}
AN={pecHQ) | {(uv)>0, YveV, v>0p.pdansQ}

On introduit H = V x A et la forme bilinéaire & : H x H — R et la forme linéaire
% :H — Rpar:

%«Uag% (w7ﬂ)) = (VU, Vw) - <€,’U)> - <M7 U>
L(w,p) = (f,w) = (¥, )
On s’intéresse a ’analyse a posteriori de I'inéquation variationnelle suivante :

trouver (u,\) € H  tels que
A ((u,A); (w, p=A) < L(w,n—A), V(w,pu)eH

On considére deux espaces de dimension finie V},, @), et 'ensemble Ay,

Vi, :{Uh S H&(Q), Up|T € PQ(T),VT c 72}
Qn :={pn € Q;  pr € Po(T),VT € Ty}
Ay ={pn € Qn:pp >0 dans Q}.

Soit v > 0, on introduit

D ((uns An); (v,€)) = & ((un, An); (v,€)) — aSn((un, An); (v,€))
gh(v7€> = "%(Uag) - O“Ch(vag)

avec

Su((w, p); (v,€)) =D hi(=Aw — p, —Av = &)r

TeT,

Li(v,€) =) hi(f,—Av—E)r

TeT,

Il est claire que si (u, \) est la solution du probléme continue (1), alors,
Sn((u, A); (v,8)) = L(v,8), Y, &) €V x Ay (2)

donc le probléme (1) peut s’écrire sous la forme :

trouver (u,\) € V. x A tels que
h((u, A); (w, p—=A)) < Zp(w,p=A), V(w,p) €V x A



On considére le probléme discret suivant :

Trouver (up, A\p) €Vi, X Ay, tel que )
((

Upy An); (Vs i — M) < L0, i — M) V(0n, i) € Vi X Ay,
nous définissons les indicateurs locaux :
np = hpllAuy + M+ fl5 et 12 = he|Vus 0|3,

On définit aussi 'indicateur globale

=ty o0

TeTh et}

et finalement on définit

S = = unlls + V{(¥ — up)s, An), ot (¢ — up)y = max{e) — u, 0}

Questions :

1. Montrer qu’il exist une constant positive C; telle que :

Cry_ hplAviligr < IIVonll3 (5)
TeTy

2. On suppose que 0 < a < Cj. Montrer que pour (v, &) € Vi, x @y, il existe wy, € V},
tel que :

((vn, €n); (wn, —€n)) 2 (lvnlls + [1€nll-1) (6)
[wnlls S llonll + [1€nll (7)

3. Montrer que
(e = unlls + A = Mnll-1)? S Llw — wpy An = A) — Fa((wn, An); (w = wpy Ay — X))
4. Montrer que
(un =, Ay = A) < 1@ = un) 4 [ 1A = Anll—1 4 (0 = un) 4, An)
5. En déduit I'estimation :

lw = unlly + []A = Anll -2 S 1 + S (8)



Indications :

1. Utiliser I'inégalité inverse.
2. a. Utiliser I'inégalité (5) pour avoir I'inégalité (6), mais pour la norm || - ||_1 .

b. Ensuite, utiliser le fait que

<Qh; §h>

lanl > Cillénll=1 — Callénll=1.n et llgnlls = l&nll-1 (**)

dqn € Vj, tel que

. Calculer @,((vn, &n); (qn, 0))
d. Calculer @7,((vp, &); (vn + 0qn, —&r)) avec un choix convenable de 4.
3. a. Utiliser I'inégalité de stabilité pour le probléme continue.

b. Utiliser wy, I'interpolé de Clément de w et calculer £, (—wy,, 0)—27, ((un, An); (—wp, 0)).

o

4. Observer que :
(up — 0, A = A) < (¥ — un) g, A) — (¥ — up, An)

5. Combiner les résultats de la question 3 et 4.



