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Examen .

Soit ⌦ un ouvert borné de R2 de frontière � = @⌦. Soient f 2 L
2(⌦) et  2 H

1
0 (⌦)\C(⌦̄).

V :=H
1
0 (⌦) := {v 2 H

1(⌦) | v = 0 sur �}

⇤ :={µ 2 H
�1(⌦) | hµ, vi � 0, 8v 2 V, v � 0 p.p dans ⌦}

On introduit H = V ⇥ ⇤ et la forme bilinéaire A : H ⇥ H ! R et la forme linéaire
L : H ! R par :

A ((v, ⇠); (w, µ)) = (rv,rw)� h⇠, wi � hµ, vi

L (w, µ) = (f, w)� h , µi

On s’intéresse à l’analyse a posteriori de l’inéquation variationnelle suivante :
(

trouver (u,�) 2 H tels que
A ((u,�); (w, µ� �))  L (w, µ� �), 8(w, µ) 2 H

(1)

On considère deux espaces de dimension finie Vh, Qh et l’ensemble ⇤h

Vh ={vh 2 H
1
0 (⌦), vh|T 2 P2(T ), 8T 2 Th}

Qh :={µh 2 Q; µh|T 2 P0(T ), 8T 2 Th}

⇤h ={µh 2 Qh : µh � 0 dans ⌦}.

Soit ↵ > 0, on introduit

Ah((uh,�h); (v, ⇠)) = A ((uh,�h); (v, ⇠))� ↵Sh((uh,�h); (v, ⇠))

Lh(v, ⇠) = L (v, ⇠)� ↵Lh(v, ⇠)

avec

Sh((w, µ); (v, ⇠)) :=
X

T2Th

h
2
T (��w � µ,��v � ⇠)T

Lh(v, ⇠) :=
X

T2Th

h
2
T (f,��v � ⇠)T

Il est claire que si (u,�) est la solution du problème continue (1), alors,

Sh((u,�); (v, ⇠)) = Lh(v, ⇠), 8(v, ⇠) 2 Vh ⇥ ⇤h (2)

donc le problème (1) peut s’écrire sous la forme :
(

trouver (u,�) 2 V ⇥ ⇤ tels que
Ah((u,�); (w, µ� �))  Lh(w, µ� �), 8(w, µ) 2 V ⇥ ⇤

(3)
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On considère le problème discret suivant :
(

Trouver (uh,�h) 2Vh ⇥ ⇤h tel que
Ah((uh,�h); (vh, µh � �h))  Lh(vh, µh � �h) 8(vh, µh) 2 Vh ⇥ ⇤h

(4)

nous définissons les indicateurs locaux :

⌘
2
T = h

2
Tk�uh + �h + fk

2
0,T et ⌘

2
e = hekruh · nk

2
0,e

On définit aussi l’indicateur globale

⌘
2 =

X

T2Th

⌘
2
T +

X

e2Ei
h

⌘
2
e

et finalement on définit

Sm = k � uhk1 +
p

h( � uh)+,�hi, où ( � uh)+ = max{ � uh, 0}

Questions :
1. Montrer qu’il exist une constant positive CI telle que :

CI

X

T2Th

h
2
Tk�vhk

2
0,T  krvhk

2
0 (5)

2. On suppose que 0 < ↵ < CI . Montrer que pour (vh, ⇠h) 2 Vh⇥Qh il existe wh 2 Vh

tel que :

Ah((vh, ⇠h); (wh,�⇠h)) & (kvhk1 + k⇠hk�1)
2 (6)

kwhk1 . kvhk1 + k⇠hk�1 (7)

3. Montrer que

(ku� uhk1 + k�� �hk�1)
2 . Lh(w � wh,�h � �)� Ah((uh,�h); (w � wh,�h � �))

4. Montrer que

huh �  ,�h � �i  k( � uh)+k1k�� �hk�1 + h( � uh)+,�hi

5. En déduit l’estimation :

ku� uhk1 + k�� �hk�1 . ⌘ + Sm (8)
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Indications :
1. Utiliser l’inégalité inverse.
2. a. Utiliser l’inégalité (5) pour avoir l’inégalité (6), mais pour la norm k · k�1,h.

b. Ensuite, utiliser le fait que

9qh 2 Vh tel que
hqh, ⇠hi

kqhk1
� C1k⇠hk�1 � C2k⇠hk�1,h et kqhk1 = k⇠hk�1 (**)

c. Calculer Ah((vh, ⇠h); (qh, 0))

d. Calculer Ah((vh, ⇠h); (vh + �qh,�⇠h)) avec un choix convenable de �.
3. a. Utiliser l’inégalité de stabilité pour le problème continue.

b. Utiliser wh l’interpolé de Clément de w et calculer Lh(�wh, 0)�Ah((uh,�h); (�wh, 0)).

4. Observer que :

huh �  ,�h � �i  h( � uh)+,�i � h � uh,�hi

5. Combiner les résultats de la question 3 et 4.
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