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Analyse a posteriori pour une inéquation variationnelle
Problème d’obstacle.

1 Préliminaires

Soit Ω un ouvert borné de R2 de frontière ∂Ω. Soient f ∈ L2(Ω) et ψ ∈ H1
0 (Ω) ∩ C(Ω̄). On

introduit :

V :=H1
0 (Ω) := {v ∈ H1(Ω) | v = 0 sur ∂Ω}

K :={v ∈ V ; v ≥ ψ p.p dans Ω}
Q :=H−1(Ω)

On s’intéresse à l’analyse a posteriori de l’inéquation variationnelle suivante :
Trouver u ∈ K tel que∫

Ω

∇u · ∇(v − u)dx ≥
∫
Ω

f(v − u)dx, ∀v ∈ K
(1)

Nous rappelons que (voir le cours MEF2) :
☞ Le théorème de Stampacchia affirme l’existence d’une unique solution u de (1)
☞ Si ∂Ω est suffisamment régulière (C1,1), alors u ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω).
☞ u satisfait le système de complémentarité :

−∆u− f ≥ 0, dans Ω

u− ψ ≥ 0, dans Ω

(u− ψ,−∆u− f) = 0, dans Ω

(2)

☞ Estimation d’erreur a priori . Si u ∈ H2(Ω)∩K solution de (1) et uh ∈ Kh (avec Vh = V 1
h )

solution du problème discret, alors on a :

|u− uh|1,Ω = ∥∇(u− uh)∥L2(Ω) ≤ Cte h
(
|u|H2(Ω) + ∥f∥L2(Ω) + |ψ|H2(Ω)

)
(3)

Remarques :

1. L’estimation (3) nécessite la régularité H2(Ω).
2. Pratiquement, il est difficile de vérifier Kh ⊂ K.
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2 Une Formulation variationnelle mixte

On introduit l’ensemble :

Λ := {µ ∈ Q | ⟨µ, v⟩ ≥ 0, ∀v ∈ V, v ≥ 0 p.p dans Ω}

Soit H = V × Λ, on définit la forme bilinéaire A : H → R et la forme linéaire L : V → R par :

A((v, ξ); (w, µ)) = (∇v,∇w)− ⟨ξ, w⟩ − ⟨µ, v⟩
L(w, µ) = (f, w)− ⟨ψ, µ⟩

1. Vérifier que le problème (1) est équivalent au problème variationnel suivant :{
trouver (u, λ) ∈ H tels que
A((u, λ); (w, µ− λ)) ≤ L(w, µ− λ), ∀(w, µ) ∈ H

(4)

2. Montrer qu’il existe β > 0 tel que :

inf
ξ∈Q

sup
v∈V

⟨ξ, v⟩
∥v∥V ∥ξ∥Q

≥ β (5)

3. Montrer que pour tout (v, ξ) ∈ H il existe w ∈ V tel que :

A((v, ξ); (w,−ξ)) ≳ (∥v∥1 + ∥ξ∥−1)
2 (6)

∥w∥1 ≲ ∥v∥1 + ∥ξ∥−1 (7)

4. On déduit que :

∃β > 0, telle que sup
(w,µ)∈H

A((v, ξ); (w, µ))

∥(w, µ)∥H
≥ β∥(v, ξ)∥H

3 Discrétisation du problème mixte

Soit Th une triangulation régulière de Ω, et Eh l’ensemble des arrêtes intérieures.
On considère deux espaces de dimension finie Vh et Qh

Vh ⊂ H1
0 (Ω) Qh ⊂ H−1(Ω)

les fonctions de Qh sont polynomiales par morceaux. De plus on définit

Λh = {µh ∈ Qh : µh ≥ 0 dans Ω} ⊂ Λ

et on considère le problème discret suivant :{
Trouver (uh, λh) ∈Vh × Λh tel que

A((uh, λh); (vh, µh − λh)) ≤ L(vh, µh − λh) ∀(vh, µh) ∈ Vh × Λh ∀µh ∈ Λh

(8)
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1. Montrer que si Vh et Qh sont tels que

sup
vh∈Vh

⟨vh, ξh⟩
∥vh∥1

≳ ∥ξh∥−1, ∀ξh ∈ Qh (9)

Alors,
a. Pour tout (vh, ξh) ∈ Vh × Λh il existe wh ∈ Vh tel que :

A((vh, ξh); (wh,−ξh)) ≳ (∥vh∥1 + ∥ξh∥−1)
2 (10)

∥wh∥1 ≲ ∥vh∥1 + ∥ξh∥−1 (11)

b. On déduit que :

∃β̃ > 0, telle que sup
(wh,µh)∈Vh×Qh

A((vh, ξh); (wh, µh))

∥(wh, µh)∥Vh×Qh

≥ β̃∥(vh, ξh)∥Vh×Qh
(12)

c. Le problème discret (8) admet une solution unique.

4 Estimation d’erreur a posteriori

Tout d’abord nous définissons les indicateurs locaux :

η2T = h2T∥∆uh + λh + f∥20,T
η2e = he∥J∇uh · nK∥20,e

On définit aussi

η2 =
∑
T∈Th

η2T +
∑
e∈Ei

h

η2e

Sm = ∥ψ − uh∥1 +
√

⟨(ψ − uh)+, λh⟩

où w+ = max{w, 0} désigne la partie positive de w.

4.1 Fiabilité de l’indicateur

Dans cette sous-section on cherche à démontrer l’estimation suivante :

∥u− uh∥1 + ∥λ− λh∥−1 ≲ η + Sm (∗ ∗ ∗)

1. Montrer qu’il existe w ∈ V tel que :

A((u− uh, λ− λh); (w, λh − λ)) ≳ (∥u− uh∥1 + ∥λ− λh∥−1)
2 (13)

∥w∥1 ≲ ∥u− uh∥1 + ∥λ− λh∥−1 (14)

2. Soit wh l’interpolé de Clément de w. Montrer que

0 ≤ L(−wh, 0)−A((uh, λh); (−wh, 0)).
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3. Montrer que

(∥u− uh∥1 + ∥λ− λh∥−1)
2 ≲ L(w − wh, λh − λ)−A((uh, λh); (w − wh, λh − λ)) (15)

4. Montere que

⟨uh − ψ, λh − λ⟩ ≤ ∥(ψ − uh)+∥1∥λ− λh∥−1 + ⟨(ψ − uh)+, λh⟩ (16)

5. En déduit l’estimation (∗ ∗ ∗)

4.2 Optimalité de l’indicateur

Soit fh ∈ Qh la projection de f par rapport au produit scalaire L2 et on définit

oscT (f) = hT∥f − fT∥0,T
osc(f)2 =

∑
T∈Th

h2T∥f − fT∥20,T

1. Montrer que pour tout vh ∈ Vh et µh ∈ Qh on a :

hT∥∆vh + µh + f∥20,T ≲ ∥u− vh∥1,T + ∥λ− µh∥−1,T + oscT (f) (17)

h1/2e ∥∇vh · n∥0,e ≲ ∥u− vh∥1,ω(e) +
∑

T∈ω(e)

(∥λ− µh∥−1,T + oscT (f)) (18)

2. On déduit que :

ηT ≲ ∥u− uh∥1,T + ∥λ− λh∥−1,T + oscT (f) (19)

ηe ≲ ∥u− uh∥1,ω(e) +
∑

T∈ω(e)

(∥λ− λh∥−1,T + oscT (f)) (20)

η ≲ ∥u− uh∥1 + ∥λ− λh∥−1 + osc(f) (21)
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