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Analyse a posteriori pour une inéquation variationnelle
Probleme d’obstacle.

1 Préliminaires

Soit 2 un ouvert borné de R? de frontiére 9). Soient f € L2(Q) et ¢ € HE(Q) N C(Q). On
introduit :

V =H)(Q):={ve H(Q) | v=0surdN}
K:={veV; wv>1ppdans Q}
Q:=H"'(Q)

On s’intéresse a ’analyse a posteriori de I'inéquation variationnelle suivante :

Trouver u € K tel que

/Vu-V(v—u)de/f(v—u)dx, Yvek
Q Q

Nous rappelons que (voir le cours MEF2) :

i Le théoréme de Stampacchia affirme I’existence d’une unique solution u de (1)
1 Si 9N est suffisamment réguliere (C11), alors u € H*(Q) N H(Q).

1= q satisfait le systéme de complémentarité :

—Au— f >0, dans
u—1 >0, dans} (2)
(u—1,—Au— f)=0, dansQ

= Estimation d’erreur a priori . Siu € H*(Q)NK solution de (1) et uy, € K, (avec V;, = V)
solution du probléme discret, alors on a :

u—uplro = |V(u—un)llr2@) < Cte h ([ula2) + | fllz2@ + [¥la2@) (3)

Remarques :

1. L’estimation (3) nécessite la régularite H?(<2).

2. Pratiquement, il est difficile de vérifier IC;, C K.



2 Une Formulation variationnelle mixte
On introduit l’ensemble :
A={pe@ | (mv)y>0, YveV, v>0p.pdansQ}
Soit H =V x A, on définit la forme bilinéaire A : H — R et la forme linéaire £ : V — R par :

A((v,8); (w, 1)) = (Vv, Vw) = (&, w) — (1, v)
‘C’(wvlu) = (f7 w) - <¢7:U’>

. Vérifier que le probléme (1) est équivalent au probléme variationnel suivant :

[

trouver (u,\) € H tels que
A((u, A); (w, = A)) < L(w,p=A), V(w,p) €H

N

. Montrer qu’il existe 5 > 0 tel que :

| (€.0)
fsup—22 2
s Tela =7 )

w

. Montrer que pour tout (v,&) € H il existe w € V tel que :

A((v,8); (w, =) Z (vl + lIg]l-1)* (6)
[l < ol 4 (1€l - (7)

4. On déduit que :

48 > 0, telle que sup 'A((U’ 5)7 (waﬂ))
wmern (W, p)lln

> B0, )l

3 Discrétisation du probléme mixte

Soit 7, une triangulation réguliére de €2, et &, 'ensemble des arrétes intérieures.
On consideére deux espaces de dimension finie V}, et @,

Vi C HY} Q) Qnc H Q)
les fonctions de @), sont polynomiales par morceaux. De plus on définit
Ay ={pun€Qn:ppn>0 dans Q} C A
et on considére le probléme discret suivant :

Trouver (up, Ap) €Vy, X Ay, tel que
A((wpy An); (Ony o — An)) < L0, i — M) Y(op, i) € Vi X Ay YV, € Ay,



1. Montrer que si Vj, et @, sont tels que
U )
sup {Un, En)

vpEVR ||Uh||1

2 NEll-1, V€ € Qn

Alors,
a. Pour tout (vy, &) € Vi, x Ay, il existe wy, € Vj, tel que :

A((vn,&n); (why =&n)) Z (lonlly + 1€all-1)?
lwnlln S lvalls + 1€l -1

b. On déduit que :

El[;’ > 0, telle que sup A((vn, &n); (wn, o))
(Whspn)EVRXQp H(wha,uh)HthQh

c. Le probléme discret (8) admet une solution unique.

4 Estimation d’erreur a posteriori

Tout d’abord nous définissons les indicateurs locaux :

ny = hil|Auy + X+ flI3 7
n = he||[Vun - n]|[3 .

On définit aussi

=m0

TeTh eec‘fi
Sm = 1t — unlli + V(¥ — up)s+, An)

ot wy = max{w, 0} désigne la partie positive de w.

4.1 Fiabilité de 'indicateur

Dans cette sous-section on cherche a démontrer 'estimation suivante :

> Bll(vns &n)llvixan — (12)

[ = unlly + 1A = Anll 2 S0+ Sm (% %)
1. Montrer qu’il existe w € V tel que :
A((w = un, A = M) (0, An = A)) 2 ([[u = unlly + [|A = Anll-1)? (13)
lwlly S llw = unlly + A = Al (14)

2. Soit wy, l'interpolé de Clément de w. Montrer que

0 < L(—wp, 0) = A((un, An); (—wn, 0)).



3. Montrer que
(e = unlli + 1A = Anll=1)* S L(w = wn, An = A) = A((un, M) (w = wp, A = ) (15)

4. Montere que
(un =¥, A0 = A) < (€ = un) [ ]A = Anll—1 + (¥ = un)+, An) (16)

5. En déduit Pestimation (x * x)

4.2 Optimalité de I'indicateur

Soit f, € @, la projection de f par rapport au produit scalaire Ly et on définit

oscp(f) = hellf — frllor
ose(f)? =Y hzllf = frlios

TeT

1. Montrer que pour tout v, € Vj, et up € Qp on a :

hel|Avw + pn + flI5 7 < llu = vnllr + 1A = sl -1z + 0ser(f) (17)
Vo nlloe S e —vallwe + D (A= mnll-vr +oser(f))  (18)
Tew(e)

2. On déduit que :

nr S llu—unlliz + A = Anll-1r + oser(f) (19)

e S lu—wnllw@ + Y (A= Mll-r + oser(f)) (20)
Tew(e)

1S lu = unlly + 1A = Anll 1 + 0sc(f) (21)




